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第12课时  异面直线（三）

教学目标：
熟练掌握反证法的证题步骤，会用反证法证明简单的问题，掌握异面直线的证明方法；通过对简单问题的证明，使学生掌握证题规律、方法和步骤，并从中学会认识事物、分析问题、转化矛盾. 

教学重点：

反证法、异面直线的证明
教学难点：

反证法、异面直线的证明. 

教学过程：
Ⅰ.课题导入

［师］上节课我们在研究异面直线所成的角与异面直线间距离的定义的基础上，通过具体问题，讨论了异面直线所成角与异面直线的距离的计算.清楚了求角、求距离的关键是——

［生甲］求异面直线所成角的关键是找到一个恰当的点，通过平移，把异面直线所成的角化为相交直线所成的角，然后在含这个角的某一三角形中，运用解三角形的知识，求得角的大小.

［生乙］求异面直线的距离，关键是找到含公垂线段在内的某一三角形，仍是运用解三角形的知识，求得线段的长.

［生丙］角所在的三角形，线段所在的三角形，都要能较好的联系已知，这两类问题解决的方法都是将空间问题化成了平面问题.

［师］好！对这两类问题的解法，同学们都要切实增强化归意识，理清化归思路，具体问题具体分析，设法使所求与已知产生联系，寻求到好的解题途径.这节课我们来讨论异面直线的证明.

Ⅱ.新课讨论

［师］关于异面直线的证明，常用反证法，请同学们回忆一下，反证法是怎样的一种推理方法？

［生］反证法是通过否定命题结论而导出矛盾来达到肯定命题结论的一种推理方法.

［师］反证法证题的步骤是怎样的？

［生］首先假设结论的反面成立，其次在假设的基础上，按照正确的推理，推出矛盾(与已知矛盾、与真命题矛盾、与定理公理矛盾、自相矛盾等)，第三否定假设肯定结论.

［师］好！下面我们来看个例子.

［例1］求证：过平面外一点与平面内一点的直线和平面内不经过该点的直线是异面
直线.
[image: image1.wmf]Ì

［师］为了证题过程表述的方便，先把文字语言写成符号语言.

［生］已知：a
[image: image50.png]


α、A eq \o(∈,\\)α、B∈α、B eq \o(∈,\\)a.

求证：直线AB和a是异面直线.

［师］观察原题、图形，已知、求证写得正确吗？

［生］正确.

［师］好.下面我们一起用反证法来给出证明.

证明：假设直线AB和a共面于β.

即AB
[image: image2.wmf]Ì

β，a
[image: image3.wmf]Ì

β          于是A∈β，B∈β
∵a
[image: image4.wmf]Ì

α，B∈α，B eq \o(∈,\\)a
∴过a和B有且仅有一个平面

于是α与β是同一平面，即α＝β
由假设知A∈β，∴A∈α这与已知A eq \o(∈,\\)α矛盾

∴假设错误，故直线AB与a是异面直线.

［例2］已知α∩β＝a，b
[image: image5.wmf]Ì

β，a∩b＝A，c
[image: image6.wmf]Ì

α，c∥a，求证b、c是异面直线.

[image: image35.png]


［师］仍然采用反证法来证.请同学动手证明(教师巡视，

发现有两种证明方法，指派各一人板书于黑板上).

证法一：假设b、c共面于γ，则b
[image: image7.wmf]Ì

γ，c
[image: image8.wmf]Ì

γ
∵A∈b，b
[image: image9.wmf]Ì

γ，∴A∈γ，即c
[image: image10.wmf]Ì

γ，A∈γ
∵A∈a，a∥c，∴A eq \o(∈,\\)c，且c
[image: image11.wmf]Ì

α，A∈α
而经过直线c与其外一点A的平面有且只有一个.

∴α与γ重合.

∵a
[image: image12.wmf]Ì

α，α与γ重合，∴a
[image: image13.wmf]Ì

γ.

又b
[image: image14.wmf]Ì

γ且a∩b＝A
∴a、b是γ内的两条相交直线.

由已知，a、b是β内的两条相交直线.

而经过两条相交直线a、b的平面有且只有一个

∴β与γ重合，又α与γ重合

∴α与β重合，这与α∩β＝a矛盾.

∴假设错误，故b、c是异面直线.

证法二：假设b、c共面，则b∥c或b、c相交

若b∥c，又a∥c，

∴a∥b，这与a∩b＝A矛盾.

若b∩c＝P，又c
[image: image15.wmf]Ì

α，b
[image: image16.wmf]Ì

β，

∴P∈α∩β＝a，∴a∩c＝P，这与a∥c矛盾.

由上可知，b、c既不平行又不相交

∴b、c是异面直线.

［师］由上面两题的证明可以看出，在假设的基础上，按照正确的推理，都要推出矛盾，这是反证法证题必然出现的结果.之所以出现矛盾，原因都是假设错误，因而才有否定假设，才能肯定结论之说.至于究竟与什么矛盾，这要在假设的基础上，即把假设作为一个条件，理清思路，再去推理，千万不能漫无目标，信手做来.反证法证题三步曲，推出矛盾是反证法证题的关键所在.

［例3］如图，不共面的三条直线a、b、c相交于点O，点M∈a，点N∈b，点Q∈b，N、Q不是同一点，点P∈c. 
[image: image36.png]


求证：MN与PQ异面

［师］请同学们来讨论、分析怎样进行证明？

(学生讨论、分析之后让学生汇报讨论结果.汇报时，要求其余

学生注意听，待汇报完毕，再让其他学生补充，必要时，教师再作

提示，直至分析完整为止.)

证明：假设MN与PQ共面于α，

则M、N、P、Q∈α，        又Q、N∈b，∴b
[image: image17.wmf]Ì

α
又O∈b，∴O∈α            又P∈α，∴c
[image: image18.wmf]Ì

α
同理a
[image: image19.wmf]Ì

α，∴a、b、c共面.      这与已知a、b、c不共面矛盾.

∴假设错误，故MN、PQ是异面直线.

Ⅲ.课堂练习

[image: image37.png]


已知：平面α∩β=l，A∈l、D∈l、AC
[image: image20.wmf]Ì

α，BD
[image: image21.wmf]Ì

β.

求证：AC和BD是异面直线.

证明：假设AC与BD共面于γ
∵A、D、C既在γ内又在α内，且A、D、C三点不共线

∴α与γ重合.

∵A、B、D既在γ内又在β内，且A、B、D三点不共线.

∴β与γ重合.

综上α与β重合，这与α∩β＝l矛盾.

∴假设错误，故AC和BD是异面直线.

Ⅳ.课时小结

本节课我们讨论了异面直线的证明，应用的方法是反证法，请同学们注意，反证法证题的三步曲是：第一步，假设结论的反面成立；第二步，在假设的基础上，按照正确的推理，推出矛盾；第三步，否定假设，肯定结论.三步曲中，关键是第二步，它是反证法证题的核心所在，至于与什么矛盾，要认真做好分析，不能盲目乱推，造成到处碰壁的局面.关于哪些命题宜用反证法来证.这里又补充进了一个内容：异面直线的证明一般用反证法来证.

Ⅴ.课后作业

(一)补充

1.a、b是异面直线，且分别在平面α、β内，α∩β＝l.求证：a、b至少有一条与l相交.

证明：假设a、b都与l不相交.

∵a
[image: image22.wmf]Ì

α，l
[image: image23.wmf]Ì

α，∴a∥l同理b∥l
∴a∥b，这与a、b是异面直线矛盾.

[image: image38.png]


∴假设错误，故a、b中至少有一条与l相交.

2.如图，a、b是异面直线，A、B∈a，C、D∈b，E、F分别

是线段AC和BD的中点，判断EF与a、EF与b的位置关系，

并证明你的结论.

证明：假设EF与a共面于α
则EF
[image: image24.wmf]Ì

α，AB
[image: image25.wmf]Ì

α          ∴A、B、E、F∈α
∴EA、FB
[image: image26.wmf]Ì

α，则A、B、C、D∈α
∴CD
[image: image27.wmf]Ì

α，AB
[image: image28.wmf]Ì

α，即a、b共面

这与已知a、b是异面直线矛盾.

∴假设错误，故EF与a是异面直线.

同理可证：EF与b也是异面直线

[image: image39.png]


3.求证：空间四边形的两条对角线是异面直线.

已知：ABCD是空间四边形.

求证：AC、BD是异面直线.

证明：假设AC、BD不是异面直线，即AC、BD共面于α
则AC
[image: image29.wmf]Ì

α，BD
[image: image30.wmf]Ì

α
∴A、B、C、D∈α
即A、B、C、D都在平面α内.

这与ABCD是空间四边形(四个顶点不在同一平面内)相矛盾.

∴假设错误，故AC、BD是异面直线.

4.在正方体ABCD—A1B1C1D1中，P、Q分别是正方形ABB1A1、BCC1B1的中心.

[image: image40.png]


(1)求证：A1Q与D1P是异面直线；

(2)求异面直线A1Q与D1P所成角的余弦值.

(1)证明：连结A1B、BC1、A1C1，

则P∈A1B，Q∈BC1                ∴A1Q
[image: image31.wmf]Ì

面A1BC1
∵P∈A1B，A1B
[image: image32.wmf]Ì

面A1BC1        ∴P∈面A1BC1
又D1 eq \o(∈,\\)面A1BC1，P eq \o(∈,\\)A1Q.

由过平面外一点与平面内一点的直线，和平面内不经过该点的直线是异面直线

∴D1P与A1Q是异面直线.

(2)解：设BQ的中点为R，连结PR，

则PR∥A1Q
∴D1P与PR所成的锐角(或直角)为异面直线D1P与A1Q所成的角.

连结D1R，在Rt△D1C1R中

D1R2＝D1C12＋C1R2
设正方体的棱长为a.

则D1R2＝a2＋( eq \f(3,4) 

 eq \r(2) a)2＝ eq \f(17,8) a2(因为Q是BC1的中点，R是BQ的中点)

在Rt△D1A1P中，

D1P2＝D1A12＋A1P2＝a2＋( eq \f(\r(2),2)a)2＝ eq \f(3,2) a2
在Rt△A1QB中，

A1Q＝
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而D、R分别为A1B、BQ的中点

∴PR＝ eq \f(1,2) A1Q＝ eq \f(\r(6),4)a
∴cosD1PR＝
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故异面直线A1Q与D1P所成角的余弦值为  eq \f(1,6) .
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5.S是矩形ABCD所在平面外的一点，SA⊥BC、SB⊥CD、SA与CD成60°角，SD与BC成30°角，SA＝a.

(1)求证：AD是异面直线SA、CD的公垂线段，

并求SA与CD之间的距离；

(2)求证：AB是异面直线SB、AD的公垂线段，

并求SB与AD之间的距离.

证明：(1)在矩形ABCD中，BC∥AD
∵SA⊥BC，∴SA⊥AD.     又CD⊥AD，

∴AD是异面直线SA与CD的公垂线段.

其长度为异面直线SA与CD的距离.

在Rt△SAD中，

∵∠SDA是SD与BC所成的角                   ∴∠SDA＝30°

又SA＝a              ∴AD＝ eq \r(3) a.

(2)在矩形ABCD中，AB∥CD
∵SB⊥CD，∴SB⊥AB              又AB⊥AD
∴AB是异面直线SB、AD的公垂线段.

其长度为异面直线SB与AD的距离.

在Rt△SBA中，∵∠SAB是SA与CD所成的角

∴∠SAB＝60°            又SA＝a
∴AB＝acos60°＝ eq \f(1,2) a
即直线SB与AD的距离为  eq \f(1,2) a.

(二)1.预习课本直线与平面的位置关系、直线和平面平行的判定至例1结束.

2.预习提纲

(1)直线和平面平行的定义是什么？

(2)直线和平面的位置关系有几种？各有什么特征？

(3)直线在平面外是不是可以断定直线和平面平行？

(4)直线和平面的各种位置关系用图形语言怎样表示？用符号语言怎样表示？

(5)直线与平面平行的判定定理是什么？

(6)直线与平面平行应具备几个条件？

� EMBED PBrush  ���





� EMBED PBrush  ���





� EMBED PBrush  ���





� EMBED PBrush  ���





� EMBED PBrush  ���





� EMBED PBrush  ���





� EMBED PBrush  ���





� EMBED PBrush  ���








3eud教育网 http://www.3edu.net  教学资源集散地。可能是最大的免费教育资源网！

[image: image42.png]


[image: image43.png]


[image: image44.png]


[image: image45.png]


[image: image46.png]


[image: image47.png]


[image: image48.png]


[image: image49.png]


_1194892601

_1194893554

_1195059264

_1195059407

_1195059881

_1195059364

_1195059103

_1194892743

_1135923248.unknown

_1135923297.unknown

_1135853736.unknown

