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学而思教育·学习改变命运 思考成就未来！                 高考网www.gaokao.com

第八章   圆锥曲线方程

一、知识框架
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二、重点难点

重点：椭圆的定义及相关概念，椭圆的标准方程，椭圆的几何性质；双曲线的定义及相关概念，双曲线的标准方程，双曲线的几何性质，等轴双曲线与共轭双曲线的定义；抛物线的定义及圆锥曲线的统一定义，抛物线的标准方程，抛物线的几何性质；

难点: 利用椭圆的第一定义和第二定义解题，椭圆的几何性质及其应用，求椭圆的方程；对与渐近线有关的问题的讨论，对定义、方程、几何性质中的隐形条件向显性结论转化；抛物线的几何性质。

三、知识点解析

1、椭圆及其标准方程

（1）定义：

1）文字定义：

第一定义：平面内与两个定点
[image: image2.wmf]12

,

FF

的距离的和等于常数（大于
[image: image3.wmf]12

||

FF

）的点的轨迹叫做椭圆，这两个定点叫做椭圆的焦点，两焦点的距离叫做椭圆的焦距；
注意：
[image: image4.wmf]12
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非常重要。因为当
[image: image5.wmf]12
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aFF
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时，其轨迹为线段
[image: image6.wmf]12
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；当
[image: image7.wmf]12
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时，其轨迹不存在；

第二定义：平面内到定点的距离和它到定直线的距离的比是常数
[image: image8.wmf](01)
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的点的轨迹；定义中定点不在定直线上是前提，定点为椭圆的一个焦点，定直线是此焦点的相应的准线，
[image: image9.wmf]e

为椭圆的离心率；

2）符号定义：
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（2）方程：

1）标准方程：①焦点在
[image: image11.wmf]x

轴上：
[image: image12.wmf]22
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；②焦点在
[image: image13.wmf]y

轴上：
[image: image14.wmf]22

222

22

1(0,)

yx

abbac

ab

+=>>=-

；

2）参数方程：
[image: image15.wmf]cos
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q
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è

，
[image: image16.wmf]q

是参数；

3）注意：①标准方程中的常数
[image: image17.wmf]b

源于
[image: image18.wmf]222

bac
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，常数
[image: image19.wmf]a

和
[image: image20.wmf]b

决定椭圆的大小和扁平程度，是椭圆的定形条件；
②焦点
[image: image21.wmf]12

(,0),(,0)
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的位置，是椭圆的定位条件，它决定椭圆标准方程的类型；也就是说，知道了焦点位置，其标准方程只有一种形式，不知道焦点位置，其标准方程具有多种类型；
③任何一个椭圆，只需选择适当的坐标系，其方程均可写成标准形式．当且仅当椭圆的中心在原点，焦点在坐标轴上时，椭圆的方程才具有上述的标准形式。
2、椭圆的简单几何性质
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1）范围：
[image: image23.wmf]||,||

xayb

££

；

2）对称性：关于
[image: image24.wmf],

xy

轴对称，关于原点中心对称；

3）顶点：长轴端点
[image: image25.wmf]12

(,0),(,0)

AaAa

-

，短轴端点
[image: image26.wmf]12
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BbBb
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；

4）离心率：
[image: image27.wmf](0,1)

c

e

a
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；

5）准线：
[image: image28.wmf]22
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:,:
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lxlx
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；

6）焦半径：
[image: image29.wmf](,)

PxyE
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，
[image: image30.wmf]1122
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。
3、双曲线及其标准方程

（1）定义：

1）文字定义：

第一定义：平面内与两个定点
[image: image31.wmf]12

,

FF

的距离的差的绝对值是常数（小于
[image: image32.wmf]12

||

FF

）的点
[image: image33.wmf]M

的轨迹叫做双曲线，这两个定点叫做双曲线的焦点，两焦点间的距离叫做焦距，
[image: image34.wmf]12
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FFc

=

；
注：若
[image: image35.wmf]12
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aFF
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，则
[image: image36.wmf]M

点无轨迹；
    若
[image: image37.wmf]12
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aFF
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，则
[image: image38.wmf]M

点的轨迹为以焦点
[image: image39.wmf]12

,

FF

为端点（向两端出发）的两条射线；
第二定义：平面内到定点
[image: image40.wmf]F

的距离和它到定直线
[image: image41.wmf]()
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的距离的比是常数
[image: image42.wmf](1)

ee
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的点
[image: image43.wmf]M

的轨迹就是双曲线，定点
[image: image44.wmf]F

为双曲线的一个焦点，定直线
[image: image45.wmf]l

是双曲线的相应于这个焦点的准线，常数
[image: image46.wmf]e

是双曲线的离心率；

2）符号定义：
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（2）方程：

1）标准方程：①取过焦点
[image: image48.wmf]12
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的直线为
[image: image49.wmf]x

轴，线段
[image: image50.wmf]12

FF

的垂直平分线为
[image: image51.wmf]y

轴，设焦距
[image: image52.wmf]12
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，
[image: image53.wmf](,)

Mxy

为双曲线上任一点，则
[image: image54.wmf]22
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，这里
[image: image55.wmf]12

,
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的坐标为
[image: image56.wmf]222
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，这个方程称为焦点在
[image: image57.wmf]x

轴上的双曲线的标准方程；②如果双曲线的焦点在
[image: image58.wmf]y

轴上，焦点坐标为
[image: image59.wmf]12
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则
[image: image60.wmf]22
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，这个方程称为焦点在
[image: image61.wmf]y

轴上的双曲线的标准方程；

2）参数方程：
[image: image62.wmf]sec
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xa

yb
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；

（3）等轴双曲线：实轴、虚轴长相等的双曲线就是等轴双曲线；

（4）共轭双曲线：以已知双曲线的虚轴为实轴，实轴为虚轴的双曲线与原双曲线互为共轭双曲线，他们的离心率满足
[image: image63.wmf]22
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。
4、双曲线的简单几何性质
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1）范围：
[image: image65.wmf]||,

xayR

³Î

；

2）对称性：关于
[image: image66.wmf],

xy

轴对称，关于原点中心对称；

3）顶点：轴端点
[image: image67.wmf]12

(,0),(,0)

AaAa
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；

4）离心率：
[image: image68.wmf](1,)

c

e

a

=Î+¥

；

5）准线：
[image: image69.wmf]22

12

:,:

aa

lxlx

cc
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；

6）焦半径：
[image: image70.wmf](,)

PxyH

Î

：
[image: image71.wmf]P

在右支上，
[image: image72.wmf]1122

||,||()
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；
[image: image73.wmf]P

在左支上，
[image: image74.wmf]1122
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5、抛物线及其标准方程

（1）定义：1）抛物线：平面内与一个定点
[image: image75.wmf]F

和一条定直线
[image: image76.wmf]Z

的距离相等的点的轨迹叫做抛物线，点
[image: image77.wmf]F

叫做抛物线的焦点，直线
[image: image78.wmf]Z

叫做抛物线的准线。其中，定点
[image: image79.wmf]F

不在定直线
[image: image80.wmf]Z

上；

2）圆锥曲线的统一定义：平面内动点
[image: image81.wmf]M

与定点
[image: image82.wmf]F

的距离和它到定直线
[image: image83.wmf]Z

的距离的比等于常数
[image: image84.wmf]e

，则当
[image: image85.wmf]01

e
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时，动点
[image: image86.wmf]M

的轨迹是椭圆；当
[image: image87.wmf]1

e
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时，动点
[image: image88.wmf]M

的轨迹是双曲线；当
[image: image89.wmf]1

e

=

时，动点
[image: image90.wmf]M

的轨迹是抛物线；其中定点
[image: image91.wmf]F

不在定直线
[image: image92.wmf]Z

上；定点
[image: image93.wmf]F

为圆锥曲线的一个焦点，定直线
[image: image94.wmf]Z

为此焦点相应的准线，常数
[image: image95.wmf]e

为离心率；

（2）方程：

1）标准方程：
[image: image96.wmf]2

2(0)
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（开口向右），
[image: image97.wmf]2
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（开口向左），
[image: image98.wmf]2
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xpyp
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（开口向上），
[image: image99.wmf]2
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（开口向下）；

2）参数方程：
[image: image100.wmf]2
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（
[image: image101.wmf]t

为参数）。
6、抛物线的简单几何性质

[image: image102.png]B y:=2px y'= —2pzx *=2py 2= -2py
AT (>0) ($>0) (p>0) (p>0)
[ 94 vh ﬁy y o
we | NN\ | TR
ONF J ~ F





[image: image103.png]O Ak Ak At AT
. x=0,yER x<<0,yER y=0,r€R y<0,rER
X x 5 y H
" T 5 AL b JBA 000,0)
_ p b p p
: YRRy N F{—, F{ ——, Fl0,— F{0, ——
R A Lz O) £ 20) ( 2) (0 2)
i » b 3 3
L T - =" y , y=-
Rl S - e=
BB | IPFI =0t - | IPFI = —zg+ 2o IPFl =30+ Lo |1 PRI = — 3o+ 2





四、例题

1、椭圆及其标准方程    2、椭圆的简单几何性质

例1 已知
[image: image104.wmf]1

F

为椭圆的左焦点，
[image: image105.wmf],

AB

分别为椭圆的右顶点和上顶点，
[image: image106.wmf]P

为椭圆上的点，当
[image: image107.wmf]11

PFFA
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，
[image: image108.wmf]//
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（
[image: image109.wmf]O

为椭圆中心）时，求椭圆的离心率。
解析 求椭圆的离心率，即求
[image: image110.wmf]c

a

，只需求
[image: image111.wmf],

ac

的值或
[image: image112.wmf],

ac

用同一个量表示。本题没有具体数值，因此只需把
[image: image113.wmf],

ac

用同一量表示，由
[image: image114.wmf]11

PFFA
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，
[image: image115.wmf]//

POAB

易得
[image: image116.wmf],2
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。
解 设椭圆方程为
[image: image117.wmf]22
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，
[image: image118.wmf]222
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，则
[image: image119.wmf]2
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[image: image120.wmf]2
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[image: image121.wmf]//,
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，即
[image: image122.wmf]2
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，
[image: image123.wmf]22
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，
[image: image124.wmf]2

2

c

e

a

\==

。
说明 由题意准确画出图形，利用椭圆方程及直线平行与垂直的性质是解决本题的关键。
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例2 如图所示，设
[image: image125.wmf]22
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的焦点为
[image: image126.wmf]12
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FF

，且
[image: image127.wmf]12
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PEFPF
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，求证：
[image: image128.wmf]12

PFF

D

的面积
[image: image129.wmf]2
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q
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。
解析 有些圆锥曲线问题用定义去解决比较方便。如本题，设
[image: image130.wmf]1122

||,||

PFrPFr
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，则
[image: image131.wmf]12

1
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Srr
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，消去
[image: image132.wmf]12
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可解。
解 设
[image: image133.wmf]1122
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，则
[image: image134.wmf]12

1
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，又
[image: image135.wmf]12
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，

由余弦定理有
[image: image136.wmf]22222

121212121212
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，于是
[image: image137.wmf]222
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，所以
[image: image138.wmf]2
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，这样即有
[image: image139.wmf]2
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。

例3 若椭圆
[image: image140.wmf]22

1

axby
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与直线
[image: image141.wmf]1
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交于
[image: image142.wmf],

AB

两点，
[image: image143.wmf]M

为
[image: image144.wmf]AB

的中点，直线
[image: image145.wmf]OM

（
[image: image146.wmf]O

为原点）的斜率为
[image: image147.wmf]2

2

，且
[image: image148.wmf]OAOB

^

，求椭圆的方程。
解析 欲求椭圆方程，需求
[image: image149.wmf],

ab

，为此需要得到关于
[image: image150.wmf],

ab

的两个方程，由
[image: image151.wmf]OM

的斜率为
[image: image152.wmf]2
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，
[image: image153.wmf]OAOB

^

易得
[image: image154.wmf],

ab

的两个方程。
解 设
[image: image155.wmf]1212

1122
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。由
[image: image156.wmf]22
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，
[image: image157.wmf]2
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[image: image158.wmf]121212
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，
[image: image159.wmf](,)
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。
[image: image160.wmf]2
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[image: image162.wmf]121212
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，
[image: image163.wmf]121212
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[image: image164.wmf]11
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          ②

由①②得
[image: image165.wmf]2(21),22(21)
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=-=-

，所以方程为
[image: image166.wmf]22

2(21)22(21)1

xy

-+-=

。
说明 直线与椭圆相交的问题，通常采取设而不求，即设出
[image: image167.wmf]1122

(,),(,)

AxyBxy

，但不是真的求出
[image: image168.wmf]1122

,,,

xyxy

，而是借助于一元二次方程根与系数的关系来解决问题。
3、双曲线及其标准方程        4、双曲线的简单几何性质

例1 根据下列条件，求双曲线方程：（1）与双曲线
[image: image169.wmf]22

1

916

xy

-=

有共同的渐近线，且过点
[image: image170.wmf](3,23)

-

；（2）与双曲线
[image: image171.wmf]22

1
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有公共焦点，且过点
[image: image172.wmf](32,2)

。
解析 设双曲线方程为
[image: image173.wmf]22

22

1

xy

ab

-=

，求双曲线方程，即求
[image: image174.wmf],

ab

，为此需要关于
[image: image175.wmf],

ab

的两个方程，由题意易得关于
[image: image176.wmf],

ab

的两个方程。
解 （1）设双曲线的方程为
[image: image177.wmf]22
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1
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，由题意得
[image: image178.wmf]22
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，解得
[image: image179.wmf]22
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，所以双曲线的方程为
[image: image180.wmf]22
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4

4
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；

（2）设双曲线的方程为
[image: image181.wmf]22

22

1
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，由题意求
[image: image182.wmf]25

c

=

。又双曲线过点
[image: image183.wmf](32,2)

，
[image: image184.wmf]22

22

(32)2

1

ab
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。又
[image: image185.wmf]222
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，
[image: image186.wmf]22
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，所以双曲线的方程为
[image: image187.wmf]22

1

128
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。

例2 如图所示，已知
[image: image188.wmf]12

,

FF

为双曲线
[image: image189.wmf]22

22

1(0,0)

xy

ab
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的焦点。过
[image: image190.wmf]2

F

做垂直于
[image: image191.wmf]x

轴的直线交双曲线于点
[image: image192.wmf]P

，且
[image: image193.wmf]12

30

PFF

Ð=

o

，求双曲线的渐近线方程。

解析 求双曲线的渐近线方程，只需求
[image: image194.wmf],

ab

的值域或
[image: image195.wmf],

ab

的关系式。

解 设
[image: image196.wmf]20

(,0)(0),(,)

FccPcy

>

，则
[image: image197.wmf]2

2

0

22

1

y

c

ab

-=

，解得
[image: image198.wmf]22

02

,||

bb

yPF

aa

=±\=

，

在
[image: image199.wmf]21

RtPFF

D

中，
[image: image200.wmf]12

30

PFF

Ð=

o

，
[image: image201.wmf]122

||3||

FFPF

\=

，即
[image: image202.wmf]2

23

b

c

a

=

。

将
[image: image203.wmf]222

cab

=+

代入，解得
[image: image204.wmf]22

2

ba

=

，
[image: image205.wmf]\

渐近线方程为：
[image: image206.wmf]2

yx

=±

。

例3 如图所示，在双曲线
[image: image207.wmf]22

1

1213

yx

-=

的上支上有三点
[image: image208.wmf]1133

(,),(26,6),(,)

AxyBCxy

，它们与点
[image: image209.wmf](0,5)

F

的距离成等差数列。（1）求
[image: image210.wmf]13

yy

+

的值；（2）证明：线段
[image: image211.wmf]AC

的垂直平分线经过某一定点，并求此点坐标。

（1）解 
[image: image212.wmf]12135

c

=+=

，故
[image: image213.wmf]F

为双曲线焦点，设准线为
[image: image214.wmf]l

，离心率为
[image: image215.wmf]e

，由题得
[image: image216.wmf]2||||||

FBFAFC

=+

①，分别过
[image: image217.wmf],,

ABC

做
[image: image218.wmf]x

轴的垂线
[image: image219.wmf]222

,,

AABBCC

，交
[image: image220.wmf]l

于
[image: image221.wmf]121

,,

ABC

，则由双曲线的第二定义有
[image: image222.wmf]1

||||

FBeBB

=

，
[image: image223.wmf]1

||||

FAeAA

=

，
[image: image224.wmf]1

||||

FCeCC

=

，代入①得：
[image: image225.wmf]111

2||||||

eBBeAAeCC

=+

,即
[image: image226.wmf]111

2||||||

BBAACC

=+

，于是两边均加上准线与
[image: image227.wmf]x

轴距离的2倍，有
[image: image228.wmf]222

2||||||

BBAACC

=+

，此即
[image: image229.wmf]13

26

yy

´=+

，可见
[image: image230.wmf]13

12

yy

+=

；

（2）证明 
[image: image231.wmf]AC

的中垂线方程为
[image: image232.wmf]131313

13

()

22

yyxxxx

yx

yy

+-+

-=--

-

，即
[image: image233.wmf]22

1313

1313

6)

2()

xxxx

yx

yyyy

--

-=-+

--

②，由于
[image: image234.wmf],

AC

均在双曲线上，所以有
[image: image235.wmf]22

22

33

11

1,1

12131213

yx

yx

-=-=

，相减得
[image: image236.wmf]2222

1212

1213

yyxx

--

=

。

于是有
[image: image237.wmf]22

13

13

13

1313

()1213

1212

xx

yy

yy

-

=+=´=

-

，故②变成
[image: image238.wmf]13

13

25

2

xx

yx

yy

-

=-+

-

，易知此直线过点
[image: image239.wmf]25

(0,)

2

D

。
5、抛物线及其标准方程        6、抛物线的简单几何性质

例1 求满足焦点在
[image: image240.wmf]240

xy

--=

上的抛物线的方程，并写出准线方程。

解 令
[image: image241.wmf]0

x

=

，得
[image: image242.wmf]2

y

=-

；令
[image: image243.wmf]0

y

=

，得
[image: image244.wmf]4

x

=

，
[image: image245.wmf]\

抛物线的焦点为
[image: image246.wmf](4,0)

或
[image: image247.wmf](0,2)

-

。

当焦点为
[image: image248.wmf](4,0)

时，
[image: image249.wmf]48

2

p

p

=Þ=

，抛物线方程为：
[image: image250.wmf]2

16

yx

=

，准线为：
[image: image251.wmf]4

x

=-

；

当焦点为
[image: image252.wmf](0,2)

-

时，
[image: image253.wmf]24

2

p

p

=Þ=

，抛物线方程为：
[image: image254.wmf]2

8

xy

=-

，准线为：
[image: image255.wmf]2

y

=

。

例2已知定点
[image: image256.wmf](0,)(0)

Att

¹

，点
[image: image257.wmf]M

是抛物线
[image: image258.wmf]2

yx

=

上一动点，
[image: image259.wmf]A

点关于
[image: image260.wmf]M

的对称点是
[image: image261.wmf]N

。（1）求
[image: image262.wmf]N

点的轨迹方程；（2）设（1）中所求轨迹与抛物线
[image: image263.wmf]2

yx

=

交于
[image: image264.wmf],

BC

两点，求当
[image: image265.wmf]ABAC

^

时
[image: image266.wmf]t

的值。

解 （1）设
[image: image267.wmf]00

(,),(,)

MxyNxy

，则
[image: image268.wmf]00

0

,

22

xyt

xy

++

==

，
[image: image269.wmf]00

,

22

xyt

xy

+

\==

，适合方程
[image: image270.wmf]2

yx

=

，即
[image: image271.wmf]2

()2

ytx

+=

为所求轨迹方程；

（2）由
[image: image272.wmf]2

2

()2

ytx

yx

ì

+=

ï

í

=

ï

î

，得
[image: image273.wmf]22

20

ytyt

--=

。
[image: image274.wmf]2

80

t

D=>

Q

，所以交点存在。

设
[image: image275.wmf]1222

(,),(,)

BxyCxy

，若
[image: image276.wmf]ABAC

^

，则
[image: image277.wmf]1

ABAC

kk

=-

g

，即
[image: image278.wmf]12

12

1

ytyt

xx

--

=-

g

，
[image: image279.wmf]22

1212

()()

ytytyy

\--=-

g

，由韦达定理得
[image: image280.wmf]2

2,2

tt

=\=±
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