
第九讲 有趣的数阵图（一）
　　大家都知道了历史悠久的三阶幻方.再推广一些，结合某些几何图形，把一些数字填入图形的某种位置上，并使数字满足一定的约束条件，这类问题，习惯上称为“数阵图”.幻方是特殊的数阵图，幻方发展较快，因为它后来与试验方案设计及一些高深数学分支有关，成为数阵图中最重要课题.本讲主要介绍一般数阵图及解此类题的推理思考方法，由于它既有数字之间运算，又要结合图形，对开发学生综合思考和形象思维很有益.
　　先看例题.
例1 下面图形包括六个加法算式，要在圆圈里填上不同的自然数，使六个算式都成立，那么最右边圆圈中的数最少是几？
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分析 为便于说理，各圆圈内欲填的数依次用字母A、B、C、D、E、F、G、H、I代替（上右图）.
　　经观察，I=A+B+C+D.题目要I尽可能小，最极端的想法，希望A、B、C、D只占用1、2、3、4.但这会产生矛盾.因为1总要和2、3、4中的某两个实施加法，但1＋2给予G、H、E、F中某值为3与A、B、C、D中已有的3冲突；同样1+3给于G、H、E、F中某值为4又与A、B、C、D中已有的4冲突；所以A、B、C、D不能是1、2、3、4.
　　那么退而求之，不妨先设A=1.如先考虑B，B尽可能小，最好，B=2，从而决定了E=3，C≠3，D≠3.
　　这样一来，C，D只能取4和5.但如C=4导致G=5和D=5冲突，而C=5，D=4，又导致G=A+C=6和H=B+D=2+4=6冲突.
　　在碰了钉子后，回看在A=1设定后，不应随随便便先填B的值.从结构上看，因为B，C地位对称，不妨先考虑D.D尽可能小，最好设D=2，B、C至少取3、5，若如此，由B+D或C+D产生的5会与B、C中已有的5矛盾.
　　所以，B、C可能取3、6.从而形成了：A=1、D=2、B、C取3、6（B，C地位对称）.这样一来其他字母所代表的值就立即推出，不妨设B=3，C=6，A+B=E=4，C+D=6+2=8=F；A+C=1+6=7=G，B+D=3+2=5=H，恰
　　好满足E+F=4+8=12=I；G+H=7+5=12=I；
　　综上所述：A=1，D=2，B=3，C=6决定了其他值，且决定了I=12.是一个较小的I的值，自然要问I值还可能比12小吗？
　　分析I的值有三种不同的获得方式：
　　I=A+B+C+D=E+F=G+H.
　　3I=A+B+C+D+E+F+G+H，
　　而8个字母最少是代表1、2、…、7、8的情况.
　　3I≥（1+2+…+7+8）=36，I≥12.
　　现已推出了使I=12的一种填法，所以是最佳方案了.
例2 如右图，五圆相连，每个位置的数字都是按一定规律填写的，请找出规律，并求出x所代表的数.
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分析 经观察，图中所填数的规律为两个圆相交部分的数等于与它相邻两部分里的数的和的一半.比如：
　　（26+18）÷2=22.
　　（30+26）÷2=28.
　　（24+30）÷2=27.
解： x+18=17×2
　　x=16.
　　经检验，16和24相加除以2，也恰好等于20.
例3 在下图中的各题中，将从1开始的连续自然数填入各题的圆圈中，要使每边上的数字之和都相等，中心处各有几种填法？（每小题请给出一个解）
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　　分析1 图（A）中的中心圆填入的数设为x，x参与3条线的连加，设每条线数字和都为S.由题意：
　　1+2+3+…+7+2x=3S
　　即28+2x=3S或28+2x≡0（mod 3）
　　借用同余工具，是在两个未知数的不定方程中先缩小x应该取值的范围.在mod3情况下，只要试探x≡0，1，2三个值，很轻松地解出：x≡1（mod3），回复到x取值范围为1，2，…，7.有x1=1，x2=4，x3=7，
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　　得到：x1=1，S1=10；x2=4，S2=12；x3=7，S3=14；
　　由此看出关键在求S（公共和）及x（参与相加次数最多的圆中值）.
　　此方法对下面解（B）、（C）、（D）.都适用.
　　注意：每条线上的数字之和随着中心数的变化而变化.
分析2 我们分析图（B），首先应该考虑中心数，（B）题共10个数，由于中心数比其他数多使用了二次（总共使用三次）.如果中心数用x表示，三条边的数码总和应为：
　　1+2+3+4+5+6+7+8+9+10+2x=55+2x
　　同理，因为是3条边，所以55+2x应是3的倍数55+2x≡0（mod 3），把x≡0、1、 2代入试验，得x≡1（mod 3），即x=1、4、7、10.四种解.
　　①当x=1时，55+2x=57，57÷3=19
　　②当x=4时，55+2x=63，63÷3=21
　　③当x=7时，55+2x=69，69÷3=23
　　④当x=10时，55+2x=75，75÷3=25
　　读者可按照上面相似的规律自己去分析一下图中（C）、（D）两题.
　　解：（A）图：
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　　中心数可以为1、4、7，有三种填法，请读者补充其他两种解法.
　　（B）图：
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g





　　中心数可以为1、4、7、10.有四种填法，请你补充其他三种填法.
　　（C）图：
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　　中心数可以为1、5、9.有三种填法，请你补充其他两种填法.
　　（D）图：
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　　中心数可以为1、6、11.有3种填法，请你补充其他两种填法.
例4 在下左图的七个圆圈内各填上一个数，要求每条线上的三个数中，当中的数是两边两个数的平均数，现在已填好两个数，求x是多少？
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　　分析 为了便于说明问题，我们用字母表示各个圆圈内所表示的数，如上右图所示：
　　根据题意，我们观察：因为每一条直线上的三个数中，当中的数是两边的两个数的平均数.所以可以得出：D=（13+17）÷2=15.还可以得出以下三式：
　　C=（B+15）÷2 （1）
　　A=（13+B）÷2 （2）
　　C=（A+17）÷2 （3）
　　将上述三个算式进行变形，成下面三个算式：
　　2C=B+15 （4）
　　2A=13+B （5）
　　2C=A+17 （6）
　　用（4）式减去（5）式得出：
　　2C-2A=2
　　C-A=1
　　C=A+1
　　将C=A+1代入（6）式得到：
　　2（A+1）=A+17，A=15.
　　x=19.
　　[image: image10.png]Mc=16, Bk, 16= (13+x) X%




　　即：
　　[image: image11.png]



　　解：（略）
　　例5 如下左图有5个圆，它们相交后相互分成几个区域，现在两个区域里已分别填上数字10、6，请在另外七个区域里分别填进2、3、4、5、6、7、9七个数字，使每个圈内的数的和都是15.
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　　分析 为了便于说明，我们用字母表示其他的7个区域.如上右图.
　　根据题意可以得出：A=5、G=9，九个区域中数的总和为：（2+3+4+5+6+7+9）+10+6=52，而每个圆圈内数的和是15，五个圆圈内数的总和为：15×5=75，又75-52=23，由此得出重叠的部分的四个数A、C、E、G的和是23.由于A=5和G=9已经填好，因此，余下的两个部分C+E的和是：23-5-9=9，此时9只有两种分解的可能：2+7=9、3+6=9.在E、F、G这个圆圈内，∵G=9，∴E不能填6、7.也不能填3（否则F也等于3），只能填2，这样，E=2，C=7.
　　解：
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例6 如下左图所示4个小三角形的顶点处共有6个圆圈.如果在这些圆圈中分别填上6个质数，它们的和是20，而且每个小三角形三顶点上的数之和相等，问这6个质数的积是多少？
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　　分析 为了叙述方便，我们用字母表示图中圆圈里的数.如上右图所示.通过观察，我们不难发现，小三角形A1B2C2和小三角形A2B2C2有两个共同的顶点B2，C2，而这两个小三角形顶点上数字的和相等.因此A1=A2.同理有B1=B2，C1=C2，所以，此图只能填A、B、C三个质数（两个A、两个B、两个C.以下：A1=A2记为A，B1=B2记为B，C1=C2记为C）
　　∵6个圆圈中的6个质数之和为20，即：
　　2×（A+B+C）=20
　　A+B+C=10.
　　∴10分成三个质数之和只能是10=2+3+5.这样，A、B、C分别是2、3、5.这时所填6个数的积是：2×2×3×3×5×5=900.
　　解：
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例7 能否将自然数1～10填入五角星各交点的“○”内使每条直线上的4个数字之和都相等？
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　　分析与解答 不能，用反证法.
　　假设可以填成数阵图，观察发现：
　　十个点中的每一个点恰好是两条直线的公共点.因而全部直线（共5条）上数字总和，应该等于全部点上数字总和的2倍.记每条直线上数字和为S，则有
　　5S=（1+2+3+…+10）×2，
　　从而解出S=22.
　　10和1必同在某一直线上.不然，如含有10的两条直线都不含有1，这样，这两条线上8个数字（10自然被计上两次）之和（本应为2S）大于等于
　　2×10+2+3+4+5+6+7=47＞44=2S.
　　形成矛盾.所以10、1必处同一直线.
　　此外，有三个数字与10不同线，不妨记为x、y、z.
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　　显然x+y+z=｛10数总和｝-｛其余七个数和｝而这｛其余七个数和｝恰好为2S-10.所以x+y+z=55-2×22+10=21.已推出10，1共线.进一步看出，1无论在什么位置都与x、y、z三数中的两个共线.
　　设1与x、y共线，此线上另一数设为v.
　　则有1+x+y+v=22，从而x+y+v=21.前已证x+y+z=21，因而导致v=z的矛盾.其他情况推证类似，所以没有题设的填法.

