
第十三讲 染色中的抽屉原理
　　根据抽屉原理可以解决许多有趣的问题，关键在于根据不同的问题制造抽屉.如研究整除问题时常用剩余类当作抽屉，研究长度和面积时用图形制造抽屉等等.在这一讲中将研究如何用颜色当作抽屉来解决一些问题。
例1 平面上有A、B、C、D、E、F六个点，其中没有三点共线，每两点之间任意选用红线或蓝线连接，求证：不管怎样连接，至少存在一个三边同色的三角形。
分析与解答 连彩线的方式很多，如果一一画图验证结论，显然是不可取的.这个问题如果利用抽屉原理去解决，就不是难事了。
　　我们用虚线表示红色，用实线表示蓝色.从任意一点比如点A出发，要向B.C、D、E、F连5条线段.因为只有两种颜色，所以根据抽屉原理，至少有3条线段同色.不妨设AB、AD、AE三线同红色（如右图）.如果B、D、
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　　E这三点之间所连的三条线段中有一条是红色的，则出现一个三边为红色的三角形.如果这三点之间所连线段都不是红色，那么就都是蓝色的.这样，三角形BDE就是一个蓝色的三角形.因此，不管如何连彩线，总可以找到一个三边同色的三角形。
　　如果我们把上面例题中的点换成人，把红蓝两种颜色连线换成人与人之间的关系，又可以解决某些实际问题.如：证明在任意的6个人之间，或者有3个人互相认识，或者有3人互相都不认识。
　　我们只需把互相认识的两人用红线连接，互相不认识用蓝线连接，那么所要证明的结论就变成证明存在一个红色或蓝色的三角形了。
例2 从同一个小学毕业的同学之间的关系可以分为三个等级：关系密切、一般关系、毫无关系.请你证明在这个学校的17名校友中.至少有三个人，他们之间的关系是同一个等级的。
分析与解答 把17人看成平面上17个点；用红、蓝、白三种颜色的连线表示同学之间三种不同等级关系.那么这个实际问题就转化为：证明用红、蓝、白三种颜色的线段连接平面上的17个点（没有三点共线），一定存在一个同色的三角形。
　　因为一个点要与其他16个点连线，只有三种颜色，所以根据抽屉原理，从一点至少引出6条同色的线段.不妨设点A与B、C、D、E、F、G六点是用白色线段连接的.如果B、C、D、E、F、G这六点之间有一条白线连线，那么就会出现一个三边为白色的三角形.否则，这六个点只能用红、蓝两种颜色连接了.根据例1的证明可得，这六个点之间必有一个红色边或蓝色边的三角形存在。
　　从例2的证明看出，它的论证方法与例1是相似的，只不过比例1多用了一次抽屉原理。
例3 用黑、白两种颜色把一个2×5（即2行5列）的长方形中的每个小方格都随意染一种颜色.证明：必有两列，它们的涂色方式完全相同。
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分析与解答 因为每列只有两格，而这两格的染法只有（右图）四种，将这4种染色方式当作4个抽屉，题中所有的方格共有5列，根据抽屉原理，至少有两列的染色方式完全相同。
例4 如果有一个3×n的方格阵列，每一列的三个方格都任意用红、黄、蓝、绿四色之三染成三种不同颜色，问n至少是多少时，才能保证至少有3列的染色方式完全相同。
分析与解答 每一列都从4种颜色中选出三种分别染上这列中的三个小格，染色的方式共有4×3×2=24（种）.若要保证至少有3列的染色方式完全相同，那么n至少是24×2+1＝49。
　　下面研究另一类长方形阵列小格的染色的问题。
例5 对一块3行7列的长方形阵列中的小方格的每一格任意染成黑色或白色，求证：在这个长方形中，一定有一个由小方格组成的长方形，它的四个角上的小方格同色。
　　证法1：每一列的三个格用黑、白两种颜色染色.所有可能的染法只有如下图中的八种
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　　如果在所染色的3行7列阵列中某一列是第（1）种方式，即三格均为白色，则其余6列中只要再有第（1）（2）（3）（4）种方式之一（即该列中至少有两个白格），那么显然存在一个四角格都是白色的长方形.若第（1）、（2）、（3）、（4）种方式均未出现，那么其余6列就只能是（5）、（6）、（7）、（8）这四种方式，根据抽屉原理，其中至少有两列染色方式完全一样.又（5）～（8）中每一列至少有两格染黑色，所以一定存在一个长方形，它的四角格颜色都是黑色。
　　同理可知，如果有一列是第（8）种方式，即三格均为黑色，那么也存在四角同色的长方形。
　　如果在7列中（1）、（8）两种方式都未出现，则只有（2）、（3）、（4）、（5）、（6）、（7）这六种方式染这7列，根据抽屉原理，至少有两列染色方式完全一样，所以仍然存在四角同色的长方形。
　　证法2：第一行有7个小方格，用黑白两种颜色去染，根据抽屉原理，至少有四个方格所染颜色相同，不妨设第一行有4个黑方格.再看第二行，如果在第一行的四个黑方格下面的四格中有两格是黑色，则结论显然成立.否则第二行这四个格中至少有3个白色方格。
　　再看第三行.根据抽屉原理，在第三行的位于第二行的3个白格下面的3个格中必至少有两格同色.如果有两格为白色，则与第二行构成四角白色的长方形；如果没有两格白色，那么必有两格为黑色，则与第一行构成四角黑色的长方形。
例6 用黑、白两种颜色将一个5×5的长方形中的小方格随意染色.求证：在这个长方形中一定有一个由小方格组成的长方形，它的四个角上的小方格同色。
分析与解答 第一行中的5个小方格用黑、白两种颜色去染，根据抽屉原理，至少有3个小方格同色.不妨设第一行的前3个为白格.现在考虑位于这3个白格下面的那个3×4的长方形（如右图），用黑、白两种颜色去染这个3×4的长方形，有以下两种情况：
[image: image4.png]EIEIE




　　①若在某一行的3个方格中出现两个白格，则它们与上方第一行相应的两个白格可组成四角同为白色的长方形。
　　②若在4×3的长方形的任意一行的3个小方格中都不含两个白格，也就是每一行的3个小方格所涂的颜色只有一白二黑或三黑，则只有下面（1）、（2）、（3）、（4）共4种可能.如果（4）出现在某一行中，那么不管
　　其他三行为（1）、（2）、（3）、（4）中的哪种情况，必有一个四角为黑色小方格的长方形.如果（4）未出现，则在这四行中只能出现（1）、（2）、（3）这3种情况，由抽屉原理可知，必有两行染色方式完全相同，显然这两行中的4个黑色小方格可构成四角同黑的长方形.
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