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第九章直线、平面、简单几何体

1．（2006年福建卷）已知正方体外接球的体积是
[image: image808.wmf]A

B

D

C

，那么正方体的棱长等于  （ D）

（A）
[image: image2.wmf]22

　　　　（B）
[image: image3.wmf]23

3

　　　　（C）
[image: image4.wmf]42

3

　　　　（D）
[image: image5.wmf]43

3


2．（2006年福建卷）对于平面
[image: image6.wmf]a

和共面的直线
[image: image7.wmf]m

、
[image: image8.wmf],

n

下列命题中真命题是    （C）

（A）若
[image: image9.wmf],,

mmn

a

^^

则
[image: image10.wmf]n

a

∥

　　　　（B）若
[image: image11.wmf]m

aa

∥

,n

∥

,

则
[image: image12.wmf]m

∥

n



（C）若
[image: image13.wmf],

mn

aa

Ì

∥

,

则
[image: image14.wmf]m

∥

n

　　　　（D）若
[image: image15.wmf]m

、
[image: image16.wmf]n

与
[image: image17.wmf]a

所成的角相等，则
[image: image18.wmf]m

∥

n


3．（2006年安徽卷）表面积为
[image: image19.wmf]23

 的正八面体的各个顶点都在同一个球面上，则此球的体积为

 A．
[image: image20.wmf]2

3

p

               B．
[image: image21.wmf]1

3

p

     C．
[image: image22.wmf]2

3

p

            D．
[image: image23.wmf]22

3

p


解：此正八面体是每个面的边长均为
[image: image24.wmf]a

的正三角形，所以由
[image: image25.wmf]2

3

823

4

a

´=

知，
[image: image26.wmf]1

a

=

，则此球的直径为
[image: image27.wmf]2

，故选A。

[image: image1.wmf]32

3

p

4．（2006年安徽卷）多面体上，位于同一条棱两端的顶点称为相邻的，如图，正方体的一个顶点A在平面
[image: image28.wmf]a

内，其余顶点在
[image: image29.wmf]a

的同侧，正方体上与顶点A相邻的三个顶点到
[image: image30.wmf]a

的距离分别为1，2和4，P是正方体的其余四个顶点中的一个，则P到平面
[image: image31.wmf]a

的距离可能是：

①3；     ②4；    ③5；    ④6；    ⑤7
以上结论正确的为______________。（写出所有正确结论的编号）

解：如图，B、D、A1到平面
[image: image32.wmf]a

的距离分别为1、2、4，则D、A1的中点到平面
[image: image33.wmf]a

的距离为3，所以D1到平面
[image: image34.wmf]a

的距离为6；B、A1的中点到平面
[image: image35.wmf]a

的距离为
[image: image36.wmf]5

2

，所以B1到平面
[image: image37.wmf]a

的距离为5；则D、B的中点到平面
[image: image38.wmf]a

的距离为
[image: image39.wmf]3

2

，所以C到平面
[image: image40.wmf]a

的距离为3；C、A1的中点到平面
[image: image41.wmf]a

的距离为
[image: image42.wmf]7

2

，所以C1到平面
[image: image43.wmf]a

的距离为7；而P为C、C1、B1、D1中的一点，所以选①③④⑤。

5．（2006年广东卷）给出以下四个命题

①如果一条直线和一个平面平行,经过这条直线的一个平面和这个平面相交,那么这条直线和交线平行;

②如果一条直线和一个平面内的两条相交直线都垂直,那么这条直线垂直于这个平面;

③如果两条直线都平行于一个平面,那么这两条直线互相平行;

④如果一个平面经过另一个平面的一条垂线,那么些两个平面互相垂直.

其中真命题的个数是

A.4        B.3    C.2         D.1

5、①②④正确，故选B.

6．（2006年广东卷）若棱长为3的正方体的顶点都在同一球面上，则该球的表面积为          
6、
[image: image44.wmf]p

p
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7．（2006年陕西卷）已知平面
[image: image45.wmf]a

外不共线的三点
[image: image46.wmf],,

ABB

到
[image: image47.wmf]a

的距离都相等，则正确的结论是 （D）

（A）平面ABC必不垂直于
[image: image48.wmf]a



（B）平面ABC必平行于
[image: image49.wmf]a



（C）平面ABC必与
[image: image50.wmf]a

相交


（D）存在
[image: image51.wmf]ABC

D

的一条中位线平行于
[image: image52.wmf]a

或在
[image: image53.wmf]a

内

8．（2006年陕西卷）水平桌面
[image: image54.wmf]a

上放有4个半径均为2R的球，且相邻的球都相切（球心的连线构成正方形）。在这4个球的上面放一个半径为R的小球，它和下面的4个球恰好相切，则小球的球心到水平桌面
[image: image55.wmf]a

的距离是＿3R＿。

 (4) ( 2006年重庆卷)对于任意的直线l与平同a,在平面a内必有直线m,使m与l (C)
(A)平行　　　　　　　　　　　　　　（B）相交

(C)垂直                             (D)互为异面直线

9. （2006年上海春卷）正四棱锥底面边长为4，侧棱长为3，则其体积为    
[image: image56.wmf]3

16

    . 
10．（2006年全国卷II）过球的一条半径的中点，作垂直于该半径的平面，则所得截面的面积与球的表面积的比为(A )
（A）EQ \f(3,16)             (B)EQ \f(9,16)             (C)EQ \f(3,8)              (D)EQ \f(9,32)
[image: image774.png]


11．（2006年全国卷II）如图，平面α⊥平面β，A∈α，B∈β，

AB与两平面α、β所成的角分别为EQ \f(π,4)和EQ \f(π,6)，过A、B分别作两平

面交线的垂线，垂足为A′、B′，则AB∶A′B′＝ (A )
（A）2∶1              （B）3∶1

（C）3∶2              （D）4∶3

12．（2006年四川卷）已知二面角
[image: image57.wmf]l

ab

--

的大小为
[image: image58.wmf]0

60

，
[image: image59.wmf],

mn

为异面直线，且
[image: image60.wmf],

mn

ab

^^

，则
[image: image61.wmf],

mn

所成的角为（B）
（A）
[image: image62.wmf]0

30

      （B）
[image: image63.wmf]0

60

     （C）
[image: image64.wmf]0

90

       （D）
[image: image65.wmf]0

120


13．（2006年四川卷）已知球
[image: image66.wmf]O

的半径是
[image: image67.wmf]1

，
[image: image68.wmf],,

ABC

三点都在球面上，
[image: image69.wmf],

AB

两点和
[image: image70.wmf],

AC

两点的球面距离都是
[image: image71.wmf]4

p

，
[image: image72.wmf],

BC

两点的球面距离是
[image: image73.wmf]3

p

，则二面角
[image: image74.wmf]BOAC

--

的大小是（C）
（A）
[image: image75.wmf]4

p

             （B）
[image: image76.wmf]3

p

              （C）
[image: image77.wmf]2

p

              （D）
[image: image78.wmf]2

3

p


14．（2006年四川卷）在三棱锥
[image: image79.wmf]0

ABC

-

中，三条棱
[image: image80.wmf],,

OAOBOC

两两互相垂直，且
[image: image81.wmf],

OAOBOCM

==

是
[image: image82.wmf]AB

边的中点，则
[image: image83.wmf]OM

与平面
[image: image84.wmf]ABC

所成角的大小是_____
[image: image85.wmf]arctan2

___________（用反三角函数表示）

15．（2006年天津卷）设
[image: image86.wmf]m

、
[image: image87.wmf]n

是两条不同的直线，
[image: image88.wmf]a

、
[image: image89.wmf]b

是两个不同的平面.考查下列命题，其中正确的命题是（　B　）

A．
[image: image90.wmf]b

a
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 　B．
[image: image91.wmf]n
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C．
[image: image92.wmf]n
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　　　  D．
[image: image93.wmf]b
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[image: image775.png]


16．（2006年天津卷）如图，在正三棱柱
[image: image94.wmf]1

1

1

C

B

A

ABC

-

中，
[image: image95.wmf]1

=

AB

．

若二面角
[image: image96.wmf]1

C

AB

C

-

-

的大小为
[image: image97.wmf]o

60

，则点
[image: image98.wmf]C


到平面
[image: image99.wmf]1

ABC

的距离为_____
[image: image100.wmf]3

4

________．

17. （2006年湖北卷）关于直线
[image: image101.wmf]m

、
[image: image102.wmf]n

与平面
[image: image103.wmf]a

、
[image: image104.wmf]b

，有下列四个命题：  

①
[image: image105.wmf]b

a

//

,

//

n

m

且
[image: image106.wmf]b

a

//

，则
[image: image107.wmf]n

m

//

；    ②
[image: image108.wmf]b

a

^

^

n

m

,

且
[image: image109.wmf]b

a

^

，则
[image: image110.wmf]n

m

^

；
③
[image: image111.wmf]b

a

//

,

n

m

^

且
[image: image112.wmf]b

a

//

，则
[image: image113.wmf]n

m

^

；   ④
[image: image114.wmf]b

a

^

n

m

,

//

且
[image: image115.wmf]b

a

^

，则
[image: image116.wmf]n

m

//

.
其中真命题的序号是：（D）

  A. ①、②            B. ③、④             C. ①、④             D. ②、③

17．解选D。在①、④的条件下，
[image: image117.wmf],

mn

的位置关系不确定。
18．（2006年全国卷I）已知各顶点都在一个球面上的正四棱柱高为4，体积为16，则这个球的表面积是

A．
[image: image118.wmf]16

p

             B．
[image: image119.wmf]20

p

         C．
[image: image120.wmf]24

p

             D．
[image: image121.wmf]32

p


18．由[image: image122.wmf]VSh

=

，得[image: image123.wmf]4

S

=

，得正四棱柱底面边长为2。该正四棱柱的主对角线即为球的直径，所以：球的体积[image: image124.wmf](

)

2

22222

'4422424

2

D

VrD

ppppp
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èø

。选C。
正棱柱要满足的两个条件：⑴ 侧棱与底面垂直；⑵ 底面是正多边形。
19．（2006年全国卷I）已知正四棱锥的体积为12，底面对角线的长为
[image: image125.wmf]26

，则侧面与底面所成的二面角等于_____[image: image126.wmf]3

p

（或[image: image127.wmf]60

°

）__________。

19．底面正方形面积[image: image128.wmf](

)

2

1

2612

2

S

==

，底面边长[image: image129.wmf]aS

=

，高[image: image130.wmf]3

V

h

S

=

，
二面角的余切值[image: image131.wmf]tan

/2

h

a

q

=

。
代入数据，得：
[image: image132.wmf]3/6612

tan3

/21212

VSV

SSS

q

´

====

´

。
又[image: image133.wmf]q

必为锐角，所以[image: image134.wmf]3

p

q

=

。
[image: image776.wmf][image: image777.wmf]a

[image: image778.png]


[image: image779.wmf][image: image780.emf]�
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20．（2006年江苏卷）两相同的正四棱锥组成如图1所示的几何体，可放棱长为1的正方体内，使正四棱锥的底面ABCD与正方体的某一个平面平行，且各顶点均在正方体的面上，则这样的几何体体积的可能值有

[image: image781.emf]�
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（A）1个　　　　　（B）2个

（C）3个　　　　　（D）无穷多个

解：法一：本题可以转化为一个正方形可以有多少个内接正方形，显然有无穷多个

法二：通过计算，显然两个正四棱锥的高均为
[image: image135.wmf]1

2

，考查放入正方体后，面ABCD所在的截面，显然其面积是不固定的，取值范围是
[image: image136.wmf]1

,1

2

éö

÷

ê

ëø

，所以该几何体的体积取值范围是
[image: image137.wmf]11

,

63
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点评：本题主要考查学生能否迅速构造出一些常见的几何模型，并不是以计算为主
21．（2006年江西卷）如图，在四面体ABCD中，截面AEF经过四面体的内切球（与四个面都相切的球）球心O，且与BC，DC分别截于E、F，如果截面将四面体分成体积相等的两部分，设四棱锥A－BEFD与三棱锥A－EFC的表面积分别是S1，S2，则必有（   ）

A. S1(S2
B. S1(S2
C. [image: image782.emf]S1=S2
D. S1，S2的大小关系不能确定

解：连OA、OB、OC、OD

则VA－BEFD＝VO－ABD＋VO－ABE＋VO－BEFD
VA－EFC＝VO－ADC＋VO－AEC＋VO－EFC又VA－BEFD＝VA－EFC而每个三棱锥的高都是原四面体的内切球的半径，故SABD＋SABE＋SBEFD＝SADC＋SAEC＋SEFC又面AEF公共，故选C

22．（2006年江西卷）如图，在直三棱柱ABC－A1B1C1中，底面为直角三角形，(ACB＝90(，AC＝6，BC＝CC1＝
[image: image138.wmf]2

，P是BC1上一动点，则CP＋PA1的最小值是___________

解：连A1B，沿BC1将△CBC1展开与△A1BC1在同一个平面内，如图所示，
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[image: image789.png]


[image: image790.png]
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题）





[image: image792.png]


连A1C，则A1C的长度就是所求的最小值。

通过计算可得(A1C1C＝90(又(BC1C＝45(
((A1C1C＝135( 由余弦定理可求得A1C＝
[image: image139.wmf]52


[image: image793.png]



23．（2006年辽宁卷）给出下列四个命题:

    ①垂直于同一直线的两条直线互相平行.

②垂直于同一平面的两个平面互相平行.

③若直线
[image: image140.wmf]12

,

ll

与同一平面所成的角相等,则
[image: image141.wmf]12

,

ll

互相平行.

④若直线
[image: image142.wmf]12

,

ll

是异面直线,则与
[image: image143.wmf]12

,

ll

都相交的两条直线是异面直线.

其中假命题的个数是

(A)1    (B)2    (C)3   (D)4

【解析】利用特殊图形正方体我们不难发现①、②、③、④均不正确，故选择答案D。

【点评】本题考查了空间线面的位置关系以及空间想象能力，同时考查了立体几何问题处理中运用特殊图形举例反证的能力。

24．（2006年辽宁卷）若一条直线与一个正四棱柱各个面所成的角都为
[image: image144.wmf]a

,则
[image: image145.wmf]cos

a

=______

【解析】不妨认为一个正四棱柱为正方体,与正方体的所有面成角相等时,为与相交于同一顶点的三个相互垂直的平面所成角相等,即为体对角线与该正方体所成角.故
[image: image146.wmf]26

cos

3

3

a

==

.
【点评】本题考查了直线与平面所成角的定义以及正四棱柱的概念,充分考查了转化思想的应用.

25．（2006年北京卷）已知
[image: image147.wmf],,

ABC

三点在球心为
[image: image148.wmf]O

，半径为
[image: image149.wmf]R

的球面上，
[image: image150.wmf]ACBC

^

，且
[image: image151.wmf]ABR

=

，那么
[image: image152.wmf],

AB

两点的球面距离为___
[image: image153.wmf]1

3

R

p

____________，球心到平面
[image: image154.wmf]ABC

的距离为___
[image: image155.wmf]3

2

R

___.
26．（ 2006年浙江卷）如图，O是半径为l的球心，点A、B、C在球面上，OA、OB、OC两两垂直，E、F分别是大圆弧AB与AC的中点，则点E、F在该球面上的球面距离是 ( B )

[image: image156.png]



(A)
[image: image157.wmf]4

p

            　　　　　　　　　　(B)
[image: image158.wmf]3

p

 
(C)
[image: image159.wmf]2

p

    　　　　　　　　　　         (D)
[image: image160.wmf]4

2

p


27．（ 2006年浙江卷）正四面体ABCD的棱长为1，棱AB∥平面α，则正四面体上的所有点在平面α内的射影构成的图形面积的取值范围是　
[image: image161.wmf]21

[,]

42

　　. [image: image162.png]



[image: image794.png]


28. ( 2006年湖南卷）棱长为2的正四面体的四个顶点都在同一个球面上,若过该球球心的一个截面如图1,则图中三角形(正四面体的截面)的面积是 (   C   )

A.
[image: image163.wmf]2

2

             B.
[image: image164.wmf]3

2

    

C.
[image: image165.wmf]2

             D.
[image: image166.wmf]3

    

29．(2006年山东卷）如图，已知正三棱柱ABC-A1B1C1的所有棱长都相等，D是A1C1的 中点，则直线AD 与平面B1DC所成角的正弦值为   4/5         .

[image: image167.png]



                                                                （15题图）

30．(2006年山东卷）如图，在等腰梯形ABCD中，AB=2DC=2,∠DAB=60°,E为AB的中点，将△ADE与△BEC分别沿ED、EC向上折起，使A、B重合于点P，则P－DCE三棱锥的外接球的体积为(C)
(A)
[image: image168.wmf]27
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     (B)
[image: image169.wmf]2
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       (C)
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          (D)
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                                        （12题图）

[image: image795.png]


31．（2006年北京卷）如图，在底面为平行四边表的四棱锥
[image: image173.wmf]PABCD

-

中，
[image: image174.wmf]ABAC

^

，
[image: image175.wmf]PA

^

平面
[image: image176.wmf]ABCD

，且
[image: image177.wmf]PAAB

=

，点
[image: image178.wmf]E

是
[image: image179.wmf]PD

的中点.

（Ⅰ）求证：
[image: image180.wmf]ACPB

^

；

（Ⅱ）求证：
[image: image181.wmf]//

PB

平面
[image: image182.wmf]AEC

；

（Ⅲ）求二面角
[image: image183.wmf]EACB

--

的大小.

[image: image796.jpg]B,




31. （Ⅰ）略；（Ⅱ）略；（Ⅲ）
[image: image184.wmf]135

o

。

32．（2006年上海卷）[image: image797.jpg]C,

B,




在四棱锥P－ABCD中，底面是边长为2的菱形，∠DAB＝60
[image: image185.wmf]o

，对角线AC与BD相交于点O，PO⊥平面ABCD，PB与平面ABCD所成的角为60
[image: image186.wmf]o

．

（1）求四棱锥P－ABCD的体积；

（2）若E是PB的中点，求异面直线

DE与PA所成角的大小（结果用反

三角函数值表示）．

[解]（1）

（2）

33．（ 2006年浙江卷）如图，在四棱锥P-ABCD中，底面为直角梯形,AD∥BC,∠BAD=90°,PA⊥底面ABCD，且PA＝AD=AB=2BC,M、N分别为PC、PB的中点.

(Ⅰ)求证：PB⊥DM; [image: image187.png]



(Ⅱ)求CD与平面ADMN所成的角。

33．
[image: image188.wmf]10
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[image: image798.jpg]


34. ( 2006年湖南卷）如图4,已知两个正四棱锥P-ABCD与Q-ABCD的高分别为1和2,AB=4.

(Ⅰ)证明PQ⊥平面ABCD; 

(Ⅱ)求异面直线AQ与PB所成的角;

[image: image799.png]


(Ⅲ)求点P到平面QAD的距离.

33. 解法一　（Ⅰ）连结AC、BD，设
[image: image189.wmf]O
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.

由P－ABCD与Q－ABCD都是正四棱锥，所以PO⊥平面ABCD，QO⊥平面ABCD.

从而P、O、Q三点在一条直线上，所以PQ⊥平面ABCD.

（Ⅱ）由题设知，ABCD是正方形，所以AC⊥BD. 

由（Ⅰ），QO⊥平面ABCD. 故可分别以直线CA、DB、QP为x轴、y轴、z轴建立空间直角坐标系（如图），由题条件，相关各点的坐标分别是P（0，0，1），A（
[image: image190.wmf]2
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，0，0），Q（0，0，－2），B（0，
[image: image191.wmf]2
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所以
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于是
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从而异面直线AQ与PB所成的角是
[image: image195.wmf]3
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(Ⅲ)由（Ⅱ），点D的坐标是（0，－
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[image: image199.wmf])

,

,

(

z

y

x

n

=

是平面QAD的一个法向量，由
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取x=1，得
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所以点P到平面QAD的距离
[image: image203.wmf]32
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解法二　（Ⅰ）取AD的中点，连结PM，QM.

因为P－ABCD与Q－ABCD都是正四棱锥，

所以AD⊥PM，AD⊥QM. 从而AD⊥平面PQM.

又
[image: image204.wmf]Ì

PQ

平面PQM，所以PQ⊥AD.

同理PQ⊥AB，所以PQ⊥平面ABCD.

（Ⅱ）连结AC、BD设
[image: image205.wmf]O

BD
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I

，由PQ⊥平面ABCD及正四棱锥的性质可知O在PQ上，从而P、A、Q、C四点共面.

因为OA＝OC，OP＝OQ，所以PAQC为平行四边形，AQ∥PC.

从而∠BPC（或其补角）是异面直线AQ与PB所成的角.

因为
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从而异面直线AQ与PB所成的角是
[image: image208.wmf]3
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(Ⅲ)连结OM，则
[image: image209.wmf]PQ
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所以∠PMQ＝90°，即PM⊥MQ.

由（Ⅰ）知AD⊥PM，所以PM⊥平面QAD. 从而PM的长是点P到平面QAD的距离.

在直角△PMO中，
[image: image210.wmf]2
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即点P到平面QAD的距离是
[image: image211.wmf]2
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34．(Ⅰ)略; 

(Ⅱ) 
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arccos

9

;

[image: image802.emf]�

j

�

P

�

O

�

1

�

D

�

1

�

C

�

1

�

B

�

1

�

A

�

1

�

D

�

C

�

B

�

A

�

z

�

y

�

x

(Ⅲ)
[image: image213.wmf]32
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35．(2006年山东卷）如图，已知平面A1B1C1平行于三棱锥V-ABC的底面ABC，等边∆ AB1C所在的平面与底面ABC垂直，且
[image: image214.wmf]Ð

ACB=90°，设AC=2a,BC=a.

（1）求证直线B1C1是异面直线AB1与A1C1的公垂线；

（2）求点A到平面VBC的距离；

（3）求二面角A-VB-C的大小.

[image: image215.png]



（19题图）

35．（1）
[image: image216.wmf]3
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；（2）
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36．（2006年福建卷）如图，四面体ABCD中，

O、E分别是BD、BC的中点，



[image: image218.wmf]2,2.

CACBCDBDABAD
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（I）求证：
[image: image219.wmf]AO

^

平面BCD；


（II）求异面直线AB与CD所成角的大小；


（III）求点E到平面ACD的距离。

36．本小题主要考查直线与平面的位置关系、异面直线所成的角以及点到平面的距离基本知识，考查空间想象能力、逻辑思维能力和运算能力。满分12分。


方法一：


（I）证明：连结OC


[image: image220.wmf],,.
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在
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D

中，由已知可得
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而
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[image: image229.wmf]AO

\^

平面
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（II）解：取AC的中点M，连结OM、ME、OE，由E为BC的中点知
[image: image231.wmf]ME

∥
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DC




[image: image232.wmf]\

直线OE与EM所成的锐角就是异面直线AB与CD所成的角


在
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中，



[image: image234.wmf]121

,1,

222

EMABOEDC

====




[image: image235.wmf]OM
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[image: image236.wmf]AOC

D

斜边AC上的中线，
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异面直线AB与CD所成角的大小为
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（III）解：设点E到平面ACD的距离为
[image: image241.wmf].
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在
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[image: image248.wmf]\

点E到平面ACD的距离为
[image: image249.wmf]21
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方法二：


（I）同方法一。


（II）解：以O为原点，如图建立空间直角坐标系，则
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[image: image253.wmf]\

异面直线AB与CD所成角


的大小为
[image: image254.wmf]2
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（III）解：设平面ACD的法向量为
[image: image255.wmf](,,),
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令
[image: image258.wmf]1,

y

=

得
[image: image259.wmf](3,1,3)

n

=-

r

是平面ACD的一个法向量。


又
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点E到平面ACD的距离
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37．（2006年安徽卷）如图，P是边长为1的正六边形ABCDEF所在平面外一点，
[image: image263.wmf]1

PA
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，P在平面ABC内的射影为BF的中点O。

（Ⅰ）证明
[image: image264.wmf]PA

⊥
[image: image265.wmf]BF

；

（Ⅱ）求面
[image: image266.wmf]APB

与面
[image: image267.wmf]DPB

所成二面角的大小。

解：（Ⅰ）在正六边形ABCDEF中，
[image: image268.wmf]ABF

V

为等腰三角形，

∵P在平面ABC内的射影为O，∴PO⊥平面ABF，∴AO为PA在平面ABF内的射影；∵O为BF中点，∴AO⊥BF，∴PA⊥BF。

（Ⅱ）∵PO⊥平面ABF，∴平面PBF⊥平面ABC；而O为BF中点，ABCDEF是正六边形 ，∴A、O、D共线，且直线AD⊥BF，则AD⊥平面PBF；又∵正六边形ABCDEF的边长为1，∴
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过O在平面POB内作OH⊥PB于H，连AH、DH，则AH⊥PB，DH⊥PB，所以
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为所求二面角平面角。

在
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（Ⅱ）以O为坐标原点，建立空间直角坐标系，P(0,0，1)，A(0，
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设平面PAB的法向量为
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设平面PDB的法向量为
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38．（2006年广东卷）如图5所示，AF、DE分别是⊙O、⊙O1的直径.AD与两圆所在的平面均垂直，AD＝8,BC是⊙O的直径，AB＝AC＝6，OE//AD.

(Ⅰ)求二面角B—AD—F的大小；

(Ⅱ)求直线BD与EF所成的角.

38．解：(Ⅰ)∵AD与两圆所在的平面均垂直,

∴AD⊥AB, AD⊥AF,故∠BAD是二面角B—AD—F的平面角，

依题意可知，ABCD是正方形，所以∠BAD＝450.

即二面角B—AD—F的大小为450；

(Ⅱ)以O为原点，BC、AF、OE所在直线为坐标轴，建立空间直角坐标系（如图所示），则O（0，0，0），A（0，
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设异面直线BD与EF所成角为
[image: image302.wmf]a

，则
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直线BD与EF所成的角为
[image: image304.wmf]10
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39．（2006年陕西卷）如图，
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点A在直线
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求：


（I）直线AB分别与平面
[image: image311.wmf],

ab

所成角的大小；


（II）二面角
[image: image312.wmf]11

AABB
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的大小。


[image: image313]
39.解法一: (Ⅰ)如图, 连接A1B,AB1, ∵α⊥β, α∩β=l ,AA1⊥l, BB1⊥l, 

∴AA1⊥β, BB1⊥α. 则∠BAB1,∠ABA1分别是AB与α和β所成的角.

Rt△BB1A中, BB1= eq \r(2) , AB=2, ∴sin∠BAB1 =  eq \f(BB1,AB) =  eq \f(\r(2),2) . ∴∠BAB1=45°.

Rt△AA1B中, AA1=1,AB=2, sin∠ABA1= eq \f(AA1,AB) =  eq \f(1,2) , ∴∠ABA1= 30°.

故AB与平面α,β所成的角分别是45°,30°.

(Ⅱ) ∵BB1⊥α, ∴平面ABB1⊥α.在平面α内过A1作A1E⊥AB1交AB1于E,则A1E⊥平面AB1B.过E作EF⊥AB交AB于F,连接A1F,则由三垂线定理得A1F⊥AB, ∴∠A1FE就是所求二面角的平面角.

在Rt△ABB1中,∠BAB1=45°,∴AB1=B1B= eq \r(2). ∴Rt△AA1B中,A1B= eq \r(AB2－AA12) = eq \r(4－1) =  eq \r(3). 由AA1·A1B=A1F·AB得 A1F= eq \f(AA1·A1B,AB) =  eq \f(1×\r(3),2) =  eq \f(\r(3),2),

∴在Rt△A1EF中,sin∠A1FE =  eq \f(A1E,A1F) =  eq \f(\r(6),3) , ∴二面角A1－AB－B1的大小为arcsin eq \f(\r(6),3) .

解法二: (Ⅰ)同解法一.

(Ⅱ) 如图,建立坐标系, 则A1(0,0,0),A(0,0,1),B1(0,1,0),B( eq \r(2),1,0).在AB上取一点F(x,y,z),则存在t∈R,使得 eq \o(AF,\s\up6(→))=t eq \o(AB,\s\up6(→)) , 即(x,y,z－1)=t( eq \r(2),1,－1), ∴点F的坐标为( eq \r(2)t, t,1－t).要使 eq \o(A1F,\s\up6(→))⊥ eq \o(AB,\s\up6(→)),须 eq \o(A1F,\s\up6(→))· eq \o(AB,\s\up6(→))=0, 即( eq \r(2)t, t,1－t) ·( eq \r(2),1,－1)=0, 2t+t－(1－t)=0,解得t= eq \f(1,4) , ∴点F的坐标为( eq \f(\r(2),4),－ eq \f(1,4),  eq \f(3,4) ), ∴ eq \o(A1F,\s\up6(→))=( eq \f(\r(2),4), eq \f(1,4),  eq \f(3,4) ). 设E为AB1的中点,则点E的坐标为(0, eq \f(1,2),  eq \f(1,2)). ∴ eq \o(EF,\s\up6(→))=( eq \f(\r(2),4),－ eq \f(1,4), eq \f(1,4)).

又 eq \o(EF,\s\up6(→))· eq \o(AB,\s\up6(→))=( eq \f(\r(2),4),－ eq \f(1,4), eq \f(1,4))·( eq \r(2),1,－1)=  eq \f(1,2) －  eq \f(1,4) －  eq \f(1,4) =0, ∴ eq \o(EF,\s\up6(→))⊥ eq \o(AB,\s\up6(→)), ∴∠A1FE为所求二面角的平面角.

又cos∠A1FE=  eq \f(\o(A1F,\s\up6(→))·\o(EF,\s\up6(→)),|\o(A1F,\s\up6(→))|·|\o(EF,\s\up6(→))|) =  eq \f((\f(\r(2),4)，\f(1,4)，\f(3,4))·(\f(\r(2),4)，－\f(1,4)，\f(1,4)),\r(\f(2,16)+\f(1,16)+\f(9,16)) ·\r(\f(2,16)+\f(1,16)+\f(1,16))) =  eq \f(\f(1,8)－\f(1,16)+\f(3,16),\r(\f(3,4)) ·\f(1,2)) =  eq \f(1,\r(3)) =  eq \f(\r(3),3) ,

∴二面角A1－AB－B1的大小为arccos eq \f(\r(3),3) .

40．（2006年全国卷II）如图，在直三棱柱ABC－A1B1C1中，AB＝BC，D、E分别为BB1、AC1的中点．
（Ⅰ）证明：ED为异面直线BB1与AC1的公垂线；

（Ⅱ）设AA1＝AC＝EQ \r(,2)AB，求二面角A1－AD－C1的大小．
40．解法一：

（Ⅰ）设O为AC中点，连接EO，BO，则EOEQ \o(\s\up(∥),\s\do3(＝))

EQ \f(1,2)C1C，又C1CEQ \o(\s\up(∥),\s\do3(＝))B1B，所以EOEQ \o(\s\up(∥),\s\do3(＝))DB，EOBD为平行四边形，ED∥OB．     ……2分

∵AB＝BC，∴BO⊥AC，

又平面ABC⊥平面ACC1A1，BO(面ABC，故BO⊥平面ACC1A1，
∴ED⊥平面ACC1A1，BD⊥AC1，ED⊥CC1，
∴ED⊥BB1，ED为异面直线AC1与BB1的公垂线．……6分

（Ⅱ）连接A1E，由AA1＝AC＝EQ \r(,2)AB可知，A1ACC1为正方形，

∴A1E⊥AC1，又由ED⊥平面ACC1A1和ED(平面ADC1知平面

ADC1⊥平面A1ACC1，∴A1E⊥平面ADC1．作EF⊥AD，垂足为F，连接A1F，则A1F⊥AD，∠A1FE为二面角A1－AD－C1的平面角．
不妨设AA1＝2，则AC＝2，AB＝EQ \r(,2)ED＝OB＝1，EF＝EQ \f(AE×ED,AD)＝EQ \f(\r(,2),\r(,3))，

tan∠A1FE＝EQ \r(,3)，∴∠A1FE＝60°．
所以二面角A1－AD－C1为60°．          ………12分

解法二：

（Ⅰ）如图，建立直角坐标系O－xyz，其中原点O为AC的中点．
设A(a，0，0)，B(0，b，0)，B1(0，b，2c)．
则C(－a，0，0)，C1(－a，0，2c)，E(0，0，c)，D(0，b，c)．   ……3分

EQ \O(ED,\S\UP8(→))＝（0，b，0），EQ \O(BB\S\do(1),\S\UP8(→))＝(0，0，2c)．
EQ \O(ED,\S\UP8(→))·EQ \O(BB\S\do(1),\S\UP8(→))＝0，∴ED⊥BB1．
又EQ \O(AC\S\do(1),\S\UP8(→))＝(－2a，0，2c)，

EQ \O(ED,\S\UP8(→))·EQ \O(AC\S\do(1),\S\UP8(→))＝0，∴ED⊥AC1，    ……6分

所以ED是异面直线BB1与AC1的公垂线．
（Ⅱ）不妨设A(1，0，0)，则B(0，1，0)，C(－1，0，0)，A1(1，0，2)，

EQ \O(BC,\S\UP8(→))＝(－1，－1，0)，EQ \O(AB,\S\UP8(→))＝(－1，1，0)，EQ \O(AA\S\do(1),\S\UP8(→))＝(0，0，2)，
EQ \O(BC,\S\UP8(→))·EQ \O(AB,\S\UP8(→))＝0，EQ \O(BC,\S\UP8(→))·EQ \O(AA\S\do(1),\S\UP8(→))＝0，即BC⊥AB，BC⊥AA1，又AB∩AA1＝A，

∴BC⊥平面A1AD．
又　　E(0，0，1)，D(0，1，1)，C(－1，0，1)，
EQ \O(EC,\S\UP8(→))＝(－1，0，－1)，EQ \O(AE,\S\UP8(→))＝(－1，0，1)，EQ \O(ED,\S\UP8(→))＝(0，1，0)，

EQ \O(EC,\S\UP8(→))·EQ \O(AE,\S\UP8(→))＝0，EQ \O(EC,\S\UP8(→))·EQ \O(ED,\S\UP8(→))＝0，即EC⊥AE，EC⊥ED，又AE∩ED＝E，

∴　　EC⊥面C1AD．　　……10分

cos＜EQ \O(EC,\S\UP8(→))，EQ \O(BC,\S\UP8(→))＞＝ \O(EC,\S\UP8(→))EQ \f(·EQ \O(BC,\S\UP8(→)),|EQ \O(EC,\S\UP8(→))|·|EQ \O(BC,\S\UP8(→))|)
＝EQ \f(1,2)，即得EQ \O(EC,\S\UP8(→))和EQ \O(BC,\S\UP8(→))的夹角为60°．
所以二面角A1－AD－C1为60°．          ………12分

41．( 2006年重庆卷)如图，在四棱锥P－ABCD中，PA
[image: image314.wmf]^

底面ABCD,
[image: image315.wmf]Ð

DAB为直角，AB‖CD,AD=CD=24B,E、F分别为PC、CD的中点.

（Ⅰ）试证：CD
[image: image316.wmf]^

平面BEF;

（Ⅱ）设PA＝k·AB,且二面角E-BD-C的平面角大于
[image: image317.wmf]°

30

,求k的取值范围.

                                                          图(41)图

解法一：（Ⅰ）证：由已知DF∥AB且
[image: image318.wmf]Ð

DAD为直角，故ABFD是矩形，从而CD
[image: image319.wmf]^

BF.

又PA
[image: image320.wmf]^

底面ABCD,CD
[image: image321.wmf]^

AD，故由三垂线定理知CD
[image: image322.wmf]^

PD.在△PDC中，E、F分别

PC、CD的中点，故EF∥PD,从而CD
[image: image323.wmf]^

EF,由此得CD
[image: image324.wmf]^

面BEF. 　　　第（41）图１

（Ⅱ）连结AC交BF于G.易知G为AC的中点.连接EG,则在△PAC中易知EC∥PA.又因

PA
[image: image325.wmf]^

底面ABCD,故BC
[image: image326.wmf]^

底面ABCD.在底面ABCD中，过C作GH
[image: image327.wmf]^

BD,垂足为H,连接EH.由三垂线定理知EH
[image: image328.wmf]^

BD.从而
[image: image329.wmf]Ð

EHG为二面角E-BD-C的平面角.

设AB=a,则在△PAC中，有

BG=
[image: image330.wmf]2

1

PA=
[image: image331.wmf]2

1

ka.

以下计算GH，考察底面的平面图（如答(19)图２）.连结GD.

因S△CBD=
[image: image332.wmf]2

1

BD·GH=
[image: image333.wmf]2

1

GB·OF.

故GH=
[image: image334.wmf]BD

DF

GB

·

.

在△ABD中，因为AB＝a,AD=2A,得BD=
[image: image335.wmf]5

a　　　　　　　　　　第（41）图２

而GB=
[image: image336.wmf]2

1

FB=
[image: image337.wmf]2

1

AD-a.DF-AB,从而得

GH=
[image: image338.wmf]BD

DF

GB

·

= 
[image: image339.wmf]a

a

a

5

·

＝
[image: image340.wmf].

5

5

a


因此tanEHG=
[image: image341.wmf]GH

EG

=
[image: image342.wmf].

2

5

5

5

2

1

k

a

ka

=


由k＞0知
[image: image343.wmf]EHG

Ð

是锐角，故要使
[image: image344.wmf]EHG

Ð

＞
[image: image345.wmf]°

30

，必须


[image: image346.wmf]k

2

5

＞tan
[image: image347.wmf]°

30

=
[image: image348.wmf],

3

3


解之得，k的取值范围为k＞
[image: image349.wmf].

15

15

2


解法二：

（Ⅰ）如图，以A为原点，AB所在直线为x轴，AD所在直线为y轴，AP所在直线为：轴建立空间直角坐标系，设AB=a,则易知点A,B,C,D,F的坐标分别为

A(0,0,0),B(a,0,0),C(2a,2a,0),D(0,2a,0),

F(a,2a,0).

从而
[image: image350.wmf]DC

=(2a,0,0), 
[image: image351.wmf]BF

=(0,2a,0), 　　　　


[image: image352.wmf]DC

·
[image: image353.wmf]BF

=0,故
[image: image354.wmf]DC


[image: image355.wmf]^


[image: image356.wmf]BF

  .

设PA=b,则P(0,0,b),而E为PC中点.故         第（41）３

E
[image: image357.wmf]÷

ø

ö

ç

è

æ

2

,

,

b

a

a

.从而
[image: image358.wmf]BE

=
[image: image359.wmf]÷

ø

ö

ç

è

æ

2

,

,

0

b

a

.


[image: image360.wmf]DC

·
[image: image361.wmf]BE

=0,故
[image: image362.wmf]DC


[image: image363.wmf]^


[image: image364.wmf]BE

.

由此得CD
[image: image365.wmf]^

面BEF.

（Ⅱ）设E在xOy平面上的投影为G，过G作GH
[image: image366.wmf]^

BD垂足为H,由三垂线定理知EH
[image: image367.wmf]^

BD.

从而
[image: image368.wmf]Ð

EHG为二面角E-BD-C的平面角.

由PA＝k·AB得P(0,0,ka),E
[image: image369.wmf]÷

ø

ö

ç

è

æ

2

,

,

ka

a

a

,G(a,a,0).

设H(x,y,0)，则
[image: image370.wmf]GH

=(x-a,y-a,0), 
[image: image371.wmf]BD

=(-a,2a,0),

由
[image: image372.wmf]GH

·
[image: image373.wmf]BD

=0得=a(x-a)+2a(y-a)=0,即

x-2y=-a      ①

又因
[image: image374.wmf]BH

=(x,a,y,0),且
[image: image375.wmf]BH

与
[image: image376.wmf]BD

的方向相同，故
[image: image377.wmf]a

a

x

-

＝
[image: image378.wmf]a

y

2

，即

2x+y=2a      ②

由①②解得x=
[image: image379.wmf]5

3

a,y=
[image: image380.wmf]5

4

a,从而
[image: image381.wmf]GH

＝
[image: image382.wmf]÷

ø

ö

ç

è

æ

-

-

0

,

5

1

,

5

2

a

a

，｜
[image: image383.wmf]GH

｜＝
[image: image384.wmf]5

5

a.

tanEHG=
[image: image385.wmf]GH

EC

 

=
[image: image386.wmf]a

Ka

5

5

2

=
[image: image387.wmf]k

2

5

.

由k＞0知，EHC是锐角，由
[image: image388.wmf]Ð

EHC＞
[image: image389.wmf],

30

°

得tanEHG＞tan
[image: image390.wmf],

30

°

即


[image: image391.wmf]k

2

5

＞
[image: image392.wmf].

3

3


故k的取值范围为k＞
[image: image393.wmf]15

15

2

.

42．（2006年上海春卷）在长方体
[image: image394.wmf]1

1

1

1

D

C

B

A

ABCD

-

中，已知
[image: image395.wmf]3

,

4

1

=

=

=

DD

DC

DA

，求异面直线
[image: image396.wmf]B

A

1

与
[image: image397.wmf]C

B

1

所成角的大小（结果用反三角函数值表示）.

42. [解法一] 连接
[image: image398.wmf]D

A

1

，

       
[image: image399.wmf]D

BA

C

B

D

A

1

1

1

,

//

Ð

\

Q

为异面直线
[image: image400.wmf]B

A

1

与
[image: image401.wmf]C

B

1

所成的角.          ……4分

       连接
[image: image402.wmf]BD

，在△
[image: image403.wmf]DB

A

1

中，
[image: image404.wmf]2

4

,

5

1

1

=

=

=

BD

D

A

B

A

，               ……6分
       则
[image: image405.wmf]D

A

B

A

BD

D

A

B

A

D

BA

1

1

2

2

1

2

1

1

2
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×

×
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+

=

Ð


                   
[image: image406.wmf]25

9

5

5

2

32

25

25

=

×

×

-

+

=

.     ……10分

       
[image: image407.wmf]\

 异面直线
[image: image408.wmf]B

A

1

与
[image: image409.wmf]C

B

1

所成角的大小为
[image: image410.wmf]25

9

arccos

.                 ……12分

[解法二] 以
[image: image411.wmf]D

为坐标原点，分别以
[image: image412.wmf]DA

、
[image: image413.wmf]DC

、
[image: image414.wmf]1

DD

所在直线为
[image: image415.wmf]x

轴、
[image: image416.wmf]y

轴、
[image: image417.wmf]z

轴，建立空间直角坐标系.                        ……2分

       则 
[image: image418.wmf])
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C
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， 

       得 
[image: image419.wmf])
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,

0
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4

(

),

3

,

4

,

0

(

1

1

-

-

=

-

=

C

B

B

A

.                             ……6分

       设
[image: image420.wmf]B

A

1

与
[image: image421.wmf]C

B

1

的夹角为
[image: image422.wmf]q

，

       则
[image: image423.wmf]25

9

cos

1

1

1

1

=

×

×

=

C

B

B

A

C

B

B

A

q

，    ……10分

       
[image: image424.wmf]\

 
[image: image425.wmf]B

A

1

与
[image: image426.wmf]C

B

1

的夹角大小为
[image: image427.wmf]25

9

arccos

，  

       即异面直线
[image: image428.wmf]B

A

1

与
[image: image429.wmf]C

B

1

所成角的大小为
[image: image430.wmf]25

9

arccos

.                   ……12分

43．（2006年四川卷）如图，在长方体
[image: image431.wmf]1111

ABCDABCD

-

中，


[image: image432.wmf],

EP

分别是
[image: image433.wmf]11

,

BCAD

的中点，
[image: image434.wmf],

MN

分别是
[image: image435.wmf]1

,

AECD

的中点，
[image: image436.wmf]1

,2

ADAAaABa

===


（Ⅰ）求证：
[image: image437.wmf]//

MN

面
[image: image438.wmf]11

ADDA

；
（Ⅱ）求二面角
[image: image439.wmf]PAED

--

的大小。
（Ⅲ）求三棱锥
[image: image440.wmf]PDEN

-

的体积。

本小题主要考察长方体的概念、直线和平面、平面和平面的关系等基础知识，以及空间想象能力和推理能力。满分12分

解法一：（Ⅰ）证明：取
[image: image441.wmf]CD

的中点
[image: image442.wmf]K

，连结
[image: image443.wmf],

MKNK


       ∵
[image: image444.wmf],,

MNK

分别为
[image: image445.wmf]1

,,

AKCDCD

的中点
       ∵
[image: image446.wmf]1

//,//

MKADNKDD


       ∴
[image: image447.wmf]//

MK

面
[image: image448.wmf]11

ADDA

，
[image: image449.wmf]//

NK

面
[image: image450.wmf]11

ADDA


     ∴面
[image: image451.wmf]//

MNK

面
[image: image452.wmf]11

ADDA

   ∴
[image: image453.wmf]//

MN

面
[image: image454.wmf]11

ADDA


（Ⅱ）设
[image: image455.wmf]F

为
[image: image456.wmf]AD

的中点

∵
[image: image457.wmf]P

为
[image: image458.wmf]11

AD

的中点   ∴
[image: image459.wmf]1

//

PFDD

   ∴
[image: image460.wmf]PF

^

面
[image: image461.wmf]ABCD


作
[image: image462.wmf]FHAE

^

，交
[image: image463.wmf]AE

于
[image: image464.wmf]H

，连结
[image: image465.wmf]PH

，则由三垂线定理得
[image: image466.wmf]AEPH

^


从而
[image: image467.wmf]PHF

Ð

为二面角
[image: image468.wmf]PAED

--

的平面角。

在
[image: image469.wmf]RtAEF

D

中，
[image: image470.wmf]17

,2,

22

a

AFEFaAEa

===

，从而
[image: image471.wmf]2

2

2

1717

2

a

a

AFEFa

FH

AE

a

×

×

===


在
[image: image472.wmf]RtPFH

D

中，
[image: image473.wmf]1

17

tan

2

DD

PF

PFH

FHFH

Ð===


故：二面角
[image: image474.wmf]PAED

--

的大小为
[image: image475.wmf]17

arctan

2


      （Ⅲ）
[image: image476.wmf]1
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1

1115

4

2444

NEP

ECDP

SSBCCDaaaa

D

==×=××+=

矩

形


作
[image: image477.wmf]1

DQCD

^

，交
[image: image478.wmf]1

CD

于
[image: image479.wmf]Q

，由
[image: image480.wmf]11

AD

^

面
[image: image481.wmf]11

CDDC

得
[image: image482.wmf]11

ACDQ

^


∴
[image: image483.wmf]DQ

^

面
[image: image484.wmf]11

BCDA


∴在
[image: image485.wmf]1

RtCDD

D

中，
[image: image486.wmf]1

1

22

55

CDDD
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DQa

CD

a

×

×

===


∴
[image: image487.wmf]1
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方法二：以
[image: image490.wmf]D

为原点，
[image: image491.wmf]1

,,

DADCDD

所在直线分别为
[image: image492.wmf]x

轴，
[image: image493.wmf]y

轴，
[image: image494.wmf]z

轴，建立直角坐标系，则
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       取
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（Ⅱ）过
[image: image509.wmf]P

作
[image: image510.wmf]PHAE

^

，交
[image: image511.wmf]AE

于
[image: image512.wmf]H

，取
[image: image513.wmf]AD

的中点
[image: image514.wmf]F

，则
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设
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由
[image: image519.wmf]0
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，及
[image: image520.wmf]H

在直线
[image: image521.wmf]AE

上，可得: 
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解得
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与
[image: image528.wmf]HF
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所夹的角等于二面角
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故：二面角
[image: image531.wmf]PAED

--

的大小为
[image: image532.wmf]221
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（Ⅲ）设
[image: image533.wmf](

)

1111

,,

nxyz

=

ur

为平面
[image: image534.wmf]DEN

的法向量，则
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[image: image539.wmf](
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     ∴
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点到平面
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44. （2006年湖北卷）如图，在棱长为1的正方体
[image: image547.wmf]1

1

1

1

D

C

B

A

ABCD

-

中，


[image: image548.wmf]p

是侧棱
[image: image549.wmf]1

CC

上的一点，
[image: image550.wmf]m

CP

=

.
（Ⅰ）试确定
[image: image551.wmf]m

，使得直线
[image: image552.wmf]AP

与平面
[image: image553.wmf]1

1

B

BDD

所成角的正切值为
[image: image554.wmf]2

3

；

（Ⅱ）在线段
[image: image555.wmf]1

1

C

A

上是否存在一个定点
[image: image556.wmf]Q

，使得对任意的
[image: image557.wmf]m

，
[image: image558.wmf]Q

D

1

在平面
[image: image559.wmf]1

APD

上的射影垂直于
[image: image560.wmf]AP

.

并证明你的结论.

44、点评：本小题主要考查线面关系、直线于平面所成的角的有关知识及空间想象能力和推理运算能力，考查运用向量知识解决数学问题的能力。
解法1：（Ⅰ）连AC，设AC与BD相交于点O,AP与平面
[image: image561.wmf]11

BDDB

相交于点，,连结OG，因为

PC∥平面
[image: image562.wmf]11

BDDB

，平面
[image: image563.wmf]11

BDDB

∩平面APC＝OG,

故OG∥PC，所以，OG＝
[image: image564.wmf]2

1

PC＝
[image: image565.wmf]2

m

.

又AO⊥BD,AO⊥BB1，所以AO⊥平面
[image: image566.wmf]11

BDDB

，

故∠AGO是AP与平面
[image: image567.wmf]11

BDDB

所成的角. 

在Rt△AOG中，tan
[image: image568.wmf]Ð

AGO＝
[image: image569.wmf]2

3

2

2

2

=

=

m

GO

OA

，即m＝
[image: image570.wmf]3

1

.

所以，当m＝
[image: image571.wmf]3

1

时，直线AP与平面
[image: image572.wmf]11

BDDB

所成的角的正切值为
[image: image573.wmf]32

.

（Ⅱ）可以推测，点Q应当是AICI的中点O1，因为

D1O1⊥A1C1, 且 D1O1⊥A1A ，所以 D1O1⊥平面ACC1A1，

又AP
[image: image574.wmf]Ì

平面ACC1A1，故 D1O1⊥AP.

那么根据三垂线定理知，D1O1在平面APD1的射影与AP垂直。

解法二：(Ⅰ)建立如图所示的空间直角坐标系，则A(1，0，0)，B(1，1，0)，P(0，1，m)，C(0，1，0)，D(0，0，0)，B1(1，1，1)，D1(0，0，1)

所以
[image: image575.wmf]1

(1,1,0),(0,0,1),(1,1,),(1,1,0).
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又由
[image: image576.wmf]1
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知，
[image: image577.wmf]AC

uuur

为平面
[image: image578.wmf]11

BBDD

的一个法向量。

设AP与平面
[image: image579.wmf]11

BBDD

所成的角为
[image: image580.wmf]q

，则
[image: image581.wmf]2
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。依题意有
[image: image582.wmf]2
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解得
[image: image583.wmf]1

3

m

=

。故当
[image: image584.wmf]1

3

m

=

时，直线AP与平面
[image: image585.wmf]11

BBDD

所成的角的正切值为
[image: image586.wmf]32

。

（Ⅱ）若在A1C1上存在这样的点Q，设此点的横坐标为
[image: image587.wmf]x

，则Q(x，1－
[image: image588.wmf]x

，1)，
[image: image589.wmf]1

(,1,0)

DQxx

=-

uuuur

。依题意，对任意的m要使D1Q在平面APD1上的射影垂直于AP，等价于D1Q⊥AP
[image: image590.wmf]1

1

0(1)0.

2

APDQxxx

Û×=Û-+-=Û=

uuuruuuur

即Q为A1C1的中点时，满足题设要求。
45．（2006年天津卷）如图，在五面体
[image: image591.wmf]ABCDEF

中，点
[image: image592.wmf]O

是矩形
[image: image593.wmf]ABCD

的对角线的交点，面
[image: image594.wmf]CDE

是等边三角形，棱
[image: image595.wmf]//

1

2

EFBC

=

．

（1）证明
[image: image596.wmf]FO

//平面
[image: image597.wmf]CDE

；

（2）设
[image: image598.wmf]3

BCCD

=

，证明
[image: image599.wmf]EO

^

平面
[image: image600.wmf]CDF

．

46．（2006年全国卷I）如图，
[image: image601.wmf]1

l

、
[image: image602.wmf]2

l

是互相垂直的异面直线，MN是它们的公垂线段。点A、B在
[image: image603.wmf]1

l

上，C在
[image: image604.wmf]2

l

上，
[image: image605.wmf]AMMBMN

==

。

（Ⅰ）证明
[image: image606.wmf]AB

⊥
[image: image607.wmf]NB

；

（Ⅱ）若
[image: image608.wmf]60

O

ACB

Ð=

，求
[image: image609.wmf]NB

与平面ABC所成角的余弦值。

46．（I）证明：AM = MB = MN，说明NM是△ANB的中线且为边AB的一半，所以△ANB是直角三角形，其中[image: image610.wmf]Ð

ANB为直角。所以BN[image: image611.wmf]^

NA。①
[image: image612.wmf]12

ll

^

且MN[image: image613.wmf]^

[image: image614.wmf]2

l

[image: image615.wmf]Þ

[image: image616.wmf]2

l

^

面ABN[image: image617.wmf]Þ

[image: image618.wmf]2

l

^

BN。②
由①、②可推出BN[image: image619.wmf]^

面NAC。所以AC[image: image620.wmf]^

BN。
（II）MN[image: image621.wmf]^

AB且M为AB中点[image: image622.wmf]Þ

AN = MN ③
由（I）知，AN、BN、CN两两垂直 ④
由③、④ [image: image623.wmf]Þ

AC = BC，又[image: image624.wmf]Ð

ACB = [image: image625.wmf]60

°

，所以△ABC是等边三角形。
设BN长度为1，则AB = [image: image626.wmf]2

，[image: image627.wmf](
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三棱锥[image: image628.wmf]CABN

-

的体积为：[image: image629.wmf]1

6

；

三棱锥[image: image630.wmf]NABC

-

的体积为：[image: image631.wmf]1

3

ABC

Sh

D


由[image: image632.wmf]CABNAABC
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--

=

可得 点N到面ABC的距离[image: image633.wmf]3

3

h

=


记NB与平面ABC所成角为[image: image634.wmf]q

，则[image: image635.wmf]3

sin

3

h

NB

q

==

。
从而[image: image636.wmf]6

cos

3

q

=


实际上，这个题的命题背景是[image: image637.wmf]NABC

-

是正方体的一个“角”。如图3。
47．（2006年江苏卷）在正三角形ABC中，E、F、P分别是AB、AC、BC边上的点，满足AE:EB＝CF:FA＝CP:PB＝1:2（如图1）。将△AEF沿EF折起到
[image: image638.wmf]EF

A

1

D

的位置，使二面角A1－EF－B成直二面角，连结A1B、A1P（如图2）

（Ⅰ）求证：A1E⊥平面BEP；

（Ⅱ）求直线A1E与平面A1BP所成角的大小；

（Ⅲ）求二面角B－A1P－F的大小（用反三角函数表示）


[image: image639]
解：不妨设正三角形的边长为3，则

（I）在图1中，取BE的中点D，连结DF，

∵AE∶EB=CF∶FA=1∶2，∴AF=AD=2，而∠A=60o，∴△ADF为正三角形。

又AE=DE=1，∴EF⊥AD。

在图2中，A1E⊥EF，BE⊥EF，∴∠A1EB为二面角A1－EF－B的一个平面角，

由题设条件知此二面角为直二面角，∴A1E⊥BE。

又BE
[image: image640.wmf]I

EF=E，∴A1E⊥面BEF，即A1E⊥面BEP。

（II）在图2中，∵A1E不垂直于A1B，∴A1E是面A1BP的斜线，又A1E⊥面BEP，∴A1E⊥BP，∴BP垂直于A1E在面A1BP内的射影（三垂线定理的逆定理）

设A1E在面A1BP内的射影为A1Q，且A1Q交BP于Q，

则∠EA1Q就是A1E与面A1BP所成的角，且BP⊥A1Q。

在△EBP中，∵BE=BP=2，∠EBP=60o，∴△EBP为正三角形，∴BE=EP。

又A1E⊥面BEP，∴A1B=A1P，∴Q为BP的中点，且EQ=
[image: image641.wmf]3

，而A1E=1，
∴在Rt△A1EQ中，
[image: image642.wmf]3

tan

1

1

=

=

Ð

E

A

EQ

EQ

A

，即直线A1E与面A1BP所成角为60o。

（III）在图3中，过F作FM于M，连结QM、QF。

∵CF=CP=1，∠C=60o，∴△FCP为正三角形，故PF=1，

又PQ=
[image: image643.wmf]2

1

BP=1，∴PF=PQ……①

∵A1E⊥面BEP，EQ=EF=
[image: image644.wmf]3

，∴A1F=A1Q，

∴△A1FP
[image: image645.wmf]@

△A1QP，故∠A1PF=∠A1PQ……②

由①②及MP为公共边知△FMP
[image: image646.wmf]@

△QMP，故∠QMP=∠FMP=90o，且MF=MQ，

∴∠FMQ为二面角B－A1P－F的一个平面角。

在Rt△A1QP中，A1Q=A1F=2，PQ=1，∴A1P=
[image: image647.wmf]5

，

∵MQ⊥A1P，∴MQ=
[image: image648.wmf]P

A
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Q
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 EMBED Equation.3  [image: image649.wmf]=



 EMBED Equation.3  [image: image650.wmf]5

5

2

，∴MF=
[image: image651.wmf]5

5

2

。

在△FCQ中，FC=1，QC=2，∠C=60o，由余弦定理得QF=
[image: image652.wmf]3

，

在△FMQ中，
[image: image653.wmf]8
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点评：本题主要考查线面垂直、直线和平面所成的角、二面角等基础知识，以及空间线面位置关系的证明、角和距离的计算等，考查空间想象能力、逻辑推理能力和运算能力
48．（2006年江西卷）如图，在三棱锥A－BCD中，侧面ABD、ACD

是全等的直角三角形，AD是公共的斜边，

且AD＝
[image: image661.wmf]3

，BD＝CD＝1，另一个侧面是正三角形

（1） 求证：AD(BC

（2） 求二面角B－AC－D的大小

（3） 在直线AC上是否存在一点E，使ED与面BCD

成30(角？若存在，确定E的位置；若不存在，说明理由。

20、解法一：

（1） 方法一：作AH(面BCD于H，连DH。
AB(BD(HB(BD，又AD＝
[image: image662.wmf]3

，BD＝1

(AB＝
[image: image663.wmf]2

＝BC＝AC  (BD(DC

又BD＝CD，则BHCD是正方形，则DH(BC(AD(BC

方法二：取BC的中点O，连AO、DO

则有AO(BC，DO(BC，(BC(面AOD

(BC(AD

（2） 作BM(AC于M，作MN(AC交AD于N，则(BMN就是二面角B－AC－D的平面角，因为AB＝AC＝BC＝
[image: image664.wmf]2

(M是AC的中点，且MN((CD，则BM＝
[image: image665.wmf]6

2

，MN＝
[image: image666.wmf]1

2

CD＝
[image: image667.wmf]1

2

，BN＝
[image: image668.wmf]1

2

AD＝
[image: image669.wmf]3

2

，由余弦定理可求得cos(BMN＝
[image: image670.wmf]6

3


((BMN＝arccos
[image: image671.wmf]6

3


（3） 设E是所求的点，作EF(CH于F，连FD。则EF((AH，(EF(面BCD，(EDF就是ED与面BCD所成的角，则(EDF＝30(。设EF＝x，易得AH＝HC＝1，则CF＝x，FD＝
[image: image672.wmf]2

1x

＋

，(tan(EDF＝
[image: image673.wmf]EF

FD

＝
[image: image674.wmf]2

x

1x

＋

＝
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故线段AC上存在E点，且CE＝1时，ED与面BCD成30(角。

解法二：此题也可用空间向量求解，解答略

49．（2006年辽宁卷）已知正方形
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【解析】(I)证明:EF分别为正方形ABCD得边AB、CD的中点,
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(II)解法1:

如右图,点A在平面BCDE内的射影G在直线EF上,

过点A作AG垂直于平面BCDE,垂足为G,连结GC,GD.


[image: image703.wmf]Q



 EMBED Equation.DSMT4  [image: image704.wmf]D

ACD为正三角形,


[image: image705.wmf]\

AC=AD


[image: image706.wmf]\

CG=GD


[image: image707.wmf]Q

G在CD的垂直平分线上,


[image: image708.wmf]\

点A在平面BCDE内的射影G在直线EF上,

过G作GH垂直于ED于H,连结AH,则
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解法2:点A在平面BCDE内的射影G在直线EF上

连结AF,在平面AEF内过点作
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为A在平面BCDE内的射影G.

即点A在平面BCDE内的射影在直线EF上

过G作GH垂直于ED于H,连结AH,则
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设原正方体的边长为2a,连结AF

在折后图的
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解法3: 点A在平面BCDE内的射影G在直线EF上

连结AF,在平面AEF内过点作
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,垂足为
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为A在平面BCDE内的射影G.

即点A在平面BCDE内的射影在直线EF上

过G作GH垂直于ED于H,连结AH,则
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[image: image762.wmf]AHD

Ð

为二面角A-DE-C的平面角.即
[image: image763.wmf]G

AH

q

Ð=


设原正方体的边长为2a,连结AF

在折后图的
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【点评】本小题考查空间中的线面关系,解三角形等基础知识考查空间想象能力和思维能力.
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