竞赛讲座01
      －奇数和偶数
整数中，能被2整除的数是偶数，反之是奇数，偶数可用2k表示 ，奇数可用2k+1表示，这里k是整数.

关于奇数和偶数，有下面的性质：

（1）奇数不会同时是偶数；两个连续整数中必是一个奇数一个偶数；

（2）奇数个奇数和是奇数；偶数个奇数的和是偶数；任意多个偶数的和是偶数；

（3）两个奇（偶）数的差是偶数；一个偶数与一个奇数的差是奇数；

（4）若a、b为整数，则a+b与a-b有相同的奇数偶；

（5）n个奇数的乘积是奇数，n个偶数的乘积是2n的倍数；顺式中有一个是偶数，则乘积是偶数.

以上性质简单明了，解题时如果能巧妙应用，常常可以出奇制胜.

1.代数式中的奇偶问题

例1（第2届“华罗庚金杯”决赛题）下列每个算式中，最少有一个奇数，一个偶数，那么这12个整数中，至少有几个偶数？

□+□=□，          □-□=□，

□×□＝□           □÷□＝□.

解 因为加法和减法算式中至少各有一个偶数，乘法和除法算式中至少各有二个偶数，故这12个整数中至少有六个偶数.

例2  （第1届“祖冲之杯”数学邀请赛）已知n是偶数，m是奇数，方程组


是整数，那么

（A）p、q都是偶数.               （B）p、q都是奇数.

（C）p是偶数，q是奇数           （D）p是奇数，q是偶数  

分析   由于1988y是偶数，由第一方程知p=x=n+1988y，所以p是偶数，将其代入第二方程中，于是11x也为偶数，从而27y=m-11x为奇数，所以是y=q奇数，应选（C）

例3  在1，2，3…，1992前面任意添上一个正号和负号，它们的代数和是奇数还是偶数.

分析  因为两个整数之和与这两个整数之差的奇偶性相同，所以在题设数字前面都添上正号和负号不改变其奇偶性，而1+2+3+…+1992=[image: image1.png]199201992+ 1)
B



=996×1993为偶数  于是题设的代数和应为偶数.

2.与整除有关的问题

例4（首届“华罗庚金杯”决赛题）70个数排成一行，除了两头的两个数以外，每个数的3倍都恰好等于它两边两个数的和，这一行最左边的几个数是这样的：0，1，3，8，21，….问最右边的一个数被6除余几？

解  设70个数依次为a1,a2,a3据题意有

a1=0,             偶

a2=1              奇

a3=3a2-a1,          奇

a4=3a3-a2,          偶

a5=3a4-a3,          奇

a6=3a5-a4,           奇

 ………………

由此可知：
当n被3除余1时，an是偶数；

当n被3除余0时，或余2时，an是奇数，显然a70是3k+1型偶数，所以k必须是奇数，令k=2n+1，则

a70=3k+1=3(2n+1)+1=6n+4.

解   设十位数，五个奇数位数字之和为a，五个偶数位之和为b(10≤a≤35,10≤b≤35)，则a+b=45，又十位数能被11整除，则a-b应为0，11，22（为什么？）.由于a+b与a-b有相同的奇偶性，因此a-b=11即a=28，b=17.

要排最大的十位数，妨先排出前四位数9876，由于偶数位五个数字之和是17，现在8+6=14，偶数位其它三个数字之和只能是17-14=3，这三个数字只能是2，1，0.

故所求的十位数是9876524130.

例6（1990年日本高考数学试题）设a、b是自然数，且有关系式

123456789=（11111+a）（11111-b），               ①

证明a-b是4的倍数.

证明  由①式可知

11111（a-b）=ab+4×617                     ②

∵a＞0,b＞0,∴a-b＞0

首先，易知a-b是偶数，否则11111(a-b)是奇数，从而知ab是奇数，进而知a、b都是奇数，可知(11111+a)及(11111-b)都为偶数，这与式①矛盾

其次，从a-b是偶数，根据②可知ab是偶数，进而易知a、b皆为偶数，从而ab+4×617是4的倍数，由②知a-b是4的倍数.

3.图表中奇与偶

例7（第10届全俄中学生数学竞赛试题）在3×3的正方格（a）和（b）中，每格填“+”或“-”的符号，然后每次将表中任一行或一列的各格全部变化试问重复若干次这样的“变号”程序后，能否从一张表变化为另一张表.

解   按题设程序，这是不可能做到的，考察下面填法：
在黑板所示的2×2的正方形表格中，按题设程序“变号”，“+”号或者不变，或者变成两个. 
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表(a)中小正方形有四个“+”号，实施变号步骤后，“+”的个数仍是偶数；但表(b)中小正方形“+”号的个数仍是奇数，故它不能从一个变化到另一个.

显然，小正方形互变无法实现，3×3的大正方形的互变，更无法实现.

例8（第36届美国中学生数学竞赛试题）将奇正数1，3，5，7…排成五列，按右表的格式排下去，1985所在的那列，从左数起是第几列？（此处无表）

解   由表格可知，每行有四个正奇数，而1985=4×496+1，因此1985是第497行的第一个数，又奇数行的第一个数位于第二列，偶数行的第一个数位于第四列，所以从左数起，1985在第二列.

例9 如图3-1，设线段AB的两个端点中，一个是红点，一个是绿点，在线段中插入n个分点，把AB分成n+1个不重叠的小线段，如果这些小线段的两个端点一个为红点而另一个为绿点的话，则称它为标准线段.

证明  不论分点如何选取，标准线段的条路总是奇数.

分析  n个分点的位置无关紧要，感兴趣的只是红点还是绿点，现用A、B分别表示红、绿点；

不难看出：分点每改变一次字母就得到一条标准线段，并且从A点开始，每连续改变两次又回到A，现在最后一个字母是B，故共改变了奇数次，所以标准线段的条数必为奇数. [image: image3.jpg]1
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4.有趣的应用题

例  10（第2届“从小爱数学”赛题）图3-2是某一个浅湖泊的平面图，图中所有曲线都是湖岸.

（1）如果P点在岸上，那么A点在岸上还是在水中？

（2）某人过这湖泊，他下水时脱鞋，上岸时穿鞋.如果有一点B，他脱鞋垢次数与穿鞋的次数和是个奇数，那么B点是在岸上还是在水中？说明理由.

[image: image4.png]



解  （1）连结AP，显然与曲线的交点数是个奇数，因而A点必在水中.

（2）从水中经过一次陆地到水中，脱鞋与穿鞋的次数和为2，由于 A点在水中，氢不管怎样走，走在水中时，脱鞋、穿鞋的次数的和总是偶数，可见B点必在岸上.

例11   书店有单价为10分，15分，25分，40分的四种贺年片，小华花了几张一元钱，正好买了30张，其中某两种各5张，另两种各10张，问小华买贺年片花去多少钱？

分析   设买的贺年片分别为a、b、c、d（张），用去k张1元的人民币，依题意有

10a+15b+25c+40d=100k,(k为正整数)

即       2a+3b+5c+8d=20k

显然b、c有相同的奇偶性.

若同为偶数，b-c=10 和a=b=5，[image: image5.png]


不是整数；

若同为奇数，b=c=5和a=d=10,k=7.

例12  一个矩形展览厅被纵横垂直相交的墙壁隔成若干行、若干列的小矩形展览室，每相邻两室间都有若干方形门或圆形门相通，仅在进出展览厅的出入口处有若干门与厅外相通，试证明：任何一个参观者选择任何路线任意参观若干个展览室（可重复）之后回到厅外，他经过的方形门的次数与圆形门的次数（重复经过的重复计算）之差总是偶数.

证明  给出入口处展览室记“+”号，凡与“+”相邻的展览室记“-”号，凡与“-”号相邻的展览室都记“+”号，如此则相邻两室的“+”、“-”号都不同.

一参观者从出入口处的“+”号室进入厅内，走过若干个展览室又回到入口处的“+”号室，他的路线是+-+-…+-+-，即从“+”号室起到“+”号室止，中间“-”、“+”号室为n+1（重复经过的重复计算），即共走了2n+1室，于是参观者从厅外进去参观后又回到厅外共走过了2n+2个门（包括进出出入口门各1次）.设其经过的方形门的次数是r次，经过圆形门的次数是s，则s+r=2n+2为偶数，故r-s也为偶数，所以命题结论成立.

例13   有一无穷小数A=0.a1a2a3…anan+1an+2…其中ai(i=1,2)是数字，并且a1是奇数，a2是偶数，a3等于a1+a2的个位数…，an+2是an+an+1(n=1,2…,)的个位数，证明A是有理数.

证明   为证明A是有理数，只要证明A是循环小数即可，由题意知无穷小数A的每一个数字是由这个数字的前面的两位数字决定的，若某两个数字ab重复出现了，即0.…ab…ab…此小数就开始循环.

而无穷小数A的各位数字有如下的奇偶性规律：

A=0.奇偶奇奇偶奇奇偶奇……

又a是奇数可取1，3，5，7，9；

b是偶数可取0，2，4，6，8.

所以非负有序实数对一共只有25个是不相同的，在构成A的前25个奇偶数组中，至少出现两组是完全相同的，这就证得A是一循环小数，即A是有理数.

                  练  习 

1.填空题

（1）有四个互不相等的自然数，最大数与最小数的差等于4，最大数与最小数的积是一个奇数，而这四个数的和是最小的两位奇数，那么这四个数的乘积是______.

（2）有五个连续偶数，已知第三个数比第一个数与第五个数和的[image: image6.png]ENE



多18，这五个偶数之和是____.

（3）能否把1993部电话中的每一部与其它5部电话相连结？

答____.

2.选择题

（1）设a、b都是整数，下列命题正确的个数是（  ）

①若a+5b是偶数，则a-3b是偶数；

②若a+5b是偶数，则a-3b是奇数；

③若a+5b是奇数，则a-3b是奇数；

④若a+5b是奇数，则a-3b是偶数.

（A）1      （B）2      （C）3       （D）4

（2）若n是大于1的整数，则[image: image7.png]Moy
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的值（  ）.

（A）一定是偶数        （B）必然是非零偶数

（C）是偶数但不是2    （D）可以是偶数，也可以是奇数

（3）已知关于x的二次三项式ax2+bx+c（a、b、c为整数），如果当x=0与x=1时，二次三项式的值都是奇数，那么a（  ）

（A）不能确定奇数还是偶数       （B）必然是非零偶数

（C）必然是奇数                 （D）必然是零

3.（1986年宿州竞赛题）试证明11986+91986+81986+61986是一个偶数.

4.请用0到9十个不同的数字组成一个能被11整除的最小十位数.

5.有n 个整数，共积为n，和为零，求证：数n能被4整除

6.在一个凸n边形内，任意给出有限个点，在这些点之间以及这些点与凸n边形顶点之间，用线段连续起来，要使这些线段互不相交，而且把原凸n边形分为只朋角形的小块，试证这种小三我有形的个数与n有相同的奇偶性.

7.（1983年福建竞赛题）一个四位数是奇数，它的首位数字泪地其余各位数字，而第二位数字大于其它各位数字，第三位数字等于首末两位数字的和的两倍，求这四位数.   

8.（1909年匈牙利竞赛题）试证：3n+1能被2或22整除，而不能被2的更高次幂整除.

9.（全俄15届中学生数学竞赛题）在1，2，3…，1989之间填上“+”或“-”号，求和式可以得到最小的非负数是多少？

 

练习参考答案
１．（１）３０．（最小两位奇数是１１，最大数与最小数同为奇数）

（２）１８０．设第一个偶数为ｘ，则后面四个衣次为ｘ＋２，ｘ＋４，ｘ＋６，ｘ＋８．

（３）不能．

２．Ｂ．Ｂ．Ａ

３．１１９８６是奇数１，９１９８６的个位数字是奇数１，而８１９８６，６１９８６都是偶数，故最后为偶数．

４．仿例５  １２０３４６５８７９．

５．设ａ１，ａ２，…，ａｎ满足题设即ａ１＋ａ２＋…＋ａｎ＝０　　①

ａ１·ａ２……ａｎ＝ｎ　②。假如ｎ为奇数，由②，所有ａｉ皆为奇数，但奇数个奇数之和为奇数，故这时①不成立，可见ｎ只能为偶数．由于ｎ为偶数，由②知ａｉ中必有一个偶数，由①知ａｉ中必有另一个偶数．于是ａｉ中必有两个偶数，因而由②知ｎ必能被４整除．

６．设小三角形的个数为ｋ，则ｋ个小三角形共有３ｋ条边，减去ｎ边形的ｎ条边及重复计算的边数扣共有[image: image8.png]


（３ｋ＋ｎ）条线段，显然只有当ｋ与ｎ有相同的奇偶性时，[image: image9.png]


（３ｋ－ｎ）才是整数．

７．设这个四位数是[image: image10.png]abed



由于１≤ａ＜ｄ，ｄ是奇数所以ｄ≥３于是ｃ＝２（ａ＋ｄ）≥８，即ｃ＝８或ｃ＝９．因ｃ是偶数，所以ｃ＝８，由此得ａ＝１，ｄ＝３．又因ｂ＞ｃ，所以ｂ＝９因此该数为１９８３．

８．当ｎ为奇数时，考虑（４－１）ｎ＋１的展开式；当ｎ为偶数时，考虑（２＋１）ｎ＋１的展开式．

９．除９９５外，可将１，２，…，１９８９所有数分为９９４对：（１，１９８９）（２，１９８８）…（９９４，９９６）每对数中两个数的奇偶性相同，所以在每对数前无论放置“＋”，“－”号，运算结果只能是偶数．而９９５为奇数，所以数１，２，…，１９８９的总值是奇数，于是所求的最小非负数不小于１，数１可用下列方式求得：

１＝１＋（２－３－４＋５）＋（６－７－８＋９）＋…＋（１９８６－１９８７－１９８８＋１９８９）．

竞赛讲座02
      －整数的整除性
1．  整数的整除性的有关概念、性质

（1）       整除的定义：对于两个整数a、d（d≠0），若存在一个整数p，使得[image: image11.png]


成立，则称d整除a，或a被d整除，记作d|a。

若d不能整除a，则记作d  a，如2|6，4  6。

（2）       性质

1）  若b|a，则b|(-a)，且对任意的非零整数m有bm|am

2）  若a|b，b|a，则|a|=|b|;

3）  若b|a，c|b，则c|a

4）  若b|ac，而（a，b）=1（（a，b）=1表示a、b互质，则b|c；

5）  若b|ac，而b为质数，则b|a，或b|c；

6）  若c|a，c|b，则c|（ma+nb），其中m、n为任意整数（这一性质还可以推广到更多项的和）

例1 （1987年北京初二数学竞赛题）x，y，z均为整数，若11｜（7x+2y-5z），求证：11｜（3x-7y+12z）。

证明∵4(3x-7y+12z)+3(7x+2y-5z)=11(3x-2y+3z)

而        11｜11(3x-2y+3z),

且      11｜(7x+2y-5z),

∴       11｜4(3x-7y+12z)

又       (11,4)=1

∴        11｜(3x-7y+12z).

2.整除性问题的证明方法

(1)    利用数的整除性特征（见第二讲）

例2（1980年加拿大竞赛题）设72｜[image: image12.png]
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的值。

解72=8×9，且（8，9）=1，所以只需讨论8、9都整除[image: image14.png]
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的值。

若8｜[image: image16.png]267%



，则8｜[image: image17.png]79



，由除法可得ｂ＝２。

若9｜[image: image18.png]267%



，则9｜（a+6+7+9+2），得a=3。

（2）利用连续整数之积的性质

①     任意两个连续整数之积必定是一个奇数与一个偶数之一积，因此一定可被2整除。

②     任意三个连续整数之中至少有一个偶数且至少有一个是3的倍数，所以它们之积一定可以被2整除，也可被3整除，所以也可以被2×3=6整除。

这个性质可以推广到任意个整数连续之积。

例3（1956年北京竞赛题）证明：[image: image19.png]2
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对任何整数n都为整数，且用3除时余2。

证明[image: image20.png]%n(n+1)(2n+1)—1





∵[image: image21.png]nin+1)



为连续二整数的积,必可被2整除.

∴[image: image22.png]nn+1)
B



对任何整数n均为整数,

∵[image: image23.png]




 INCLUDEPICTURE "http://www.cbe21.com/subject/maths/images/040401/575/575026.gif" \* MERGEFORMATINET [image: image24.png]%n(n+1)(2n+1)—1



为整数,即原式为整数.

又∵[image: image25.png]
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，

2n、2n+1、2n+2为三个连续整数，其积必是3的倍数，而2与3互质，

∴[image: image28.png]n(n+D2n+1)
B



是能被3整除的整数.

故[image: image29.png]nn+D2n+H -2
B




被3除时余2.

例4         一整数a若不能被2和3整除，则a2+23必能被24整除.

证明  ∵a2+23=（a2-1）+24，只需证a2-1可以被24整除即可.

∵2 [image: image30.png]


.∴a为奇数.设a=2k+1(k为整数),

则a2-1=(2k+1)2-1=4k2+4k=4k(k+1).

∵k、k+1为二个连续整数，故k（k+1）必能被2整除，

∴8|4k（k+1），即8|（a2-1）.

又∵（a-1），a，（a+1）为三个连续整数，其积必被3整除，即3|a（a-1）（a+1）=a（a2-1），

∵3  a，∴3|（a2-1）.3与8互质, ∴24|(a2-1),即a2+23能被24整除.

(3)利用整数的奇偶性

下面我们应用第三讲介绍的整数奇偶性的有关知识来解几个整数问题.

例5         求证:不存在这样的整数a、b、c、d使：

a·b·c·d-a=[image: image31.png]Ukl

o851



       ①

a·b·c·d-b=[image: image32.png]Uil

o861



       ②

a·b·c·d-c=[image: image33.png]uigl

o874



       ③

a·b·c·d-d=[image: image34.png]Uil

osat



       ④

证明  由①，a（bcd-1）=[image: image35.png]Ukl

o851



.

∵右端是奇数，∴左端a为奇数，bcd-1为奇数.

同理,由②、③、④知b、c、d必为奇数，那么bcd为奇数，bcd-1必为偶数，则a（bcd-1）必为偶数，与①式右端为奇数矛盾.所以命题得证.

例6         (1985年合肥初中数学竞赛题)设有n个实数x1,x2,…，xn，其中每一个不是+1就是-1，

且

[image: image36.png]



试证n是4的倍数.

证明  设[image: image37.png]


   (i=1,2,…，n-1)，

[image: image38.png]



则yi不是+1就是-1，但y1+y2+…+yn=0，故其中+1与-1的个数相同，设为k，于是n=2k.又y1y2y3…yn=1，即（-1）k=1，故k为偶数，

∴n是4的倍数.

其他方法：

整数a整除整数b，即b含有因子a.这样,要证明a整除b,采用各种公式和变形手段从b中分解出因子a就成了一条极自然的思路.

例7         (美国第4届数学邀请赛题)使n3+100能被n+10整除的正整数n的最大值是多少?

解n3+100=(n+10)(n2-10n+100)-900.

若n+100能被n+10整除,则900也能被n+10整除.而且,当n+10的值为最大时,相应地n的值为最大.因为900的最大因子是900.所以,n+10=900,n=890.

例8         (上海1989年高二数学竞赛)设a、b、c为满足不等式1＜a＜b＜c的整数，且（ab-1）（bc-1）（ca-1）能被abc整除，求所有可能数组（a，b，c）.

解  ∵（ab-1）（bc-1）（ca-1）

=a2b2c2-abc（a+b+c）+ab+ac+bc-1，①

∵abc|（ab-1）（bc-1）（ca-1）.

∴存在正整数k,使

ab+ac+bc-1=kabc,     ②

k=[image: image39.png]1

1

1

.

a

b

-



＜[image: image40.png]abe



＜[image: image41.png]1

1

1

.

a

b

-



＜[image: image42.png]2w



＜[image: image43.png]



∴k=1.

若a≥3，此时

1=[image: image44.png]1

1

1

.

a

b

-



-[image: image45.png]abe



＜[image: image46.png]


矛盾.

已知a＞1.   ∴只有a=2.

当a=2时，代入②中得2b+2c-1=bc，

即   1=[image: image47.png]2
L

be



＜[image: image48.png]S

sl

SIS




∴0＜b＜4，知b=3，从而易得c=5. 

说明：在此例中通过对因数k的范围讨论，从而逐步确定a、b、c是一项重要解题技巧.

例9         （1987年全国初中联赛题）已知存在整数n，能使数[image: image49.png]1841
Py



被1987整除.求证数

[image: image50.png]




 INCLUDEPICTURE "http://www.cbe21.com/subject/maths/images/040401/575/575075.gif" \* MERGEFORMATINET [image: image51.png]P =118 11908 BOURLBEY 647
P



，

[image: image52.png]g =18 199549984 83 A7

el wlt sl wsld




都能被1987整除. 

证明∵[image: image53.png]ARt
"



×[image: image54.png]107 +99 4,89
“



×[image: image55.png]107 + 54,58
o



×[image: image56.png]10"+ FAFT = 11831



（103n+[image: image57.png]9x10™ +8x10n+7



），且[image: image58.png]1841
Py



能被1987整除，∴p能被1987整除.

同样，

q=[image: image59.png]a1

by



（[image: image60.png]103 4+ 9x 10 4 3% 10" +7



）

且[image: image61.png]10" =9x§lA31+1,
Py




∴[image: image62.png]107+
=10™
10°
10"
0*y°10%,





[image: image63.png]1072 = (10M)* 107,10™ = 10" - 10,



故[image: image64.png]103+



、102（n+1）、[image: image65.png]10



被[image: image66.png]1841
Py



除，余数分别为1000，100，10，于是q表示式中括号内的数被[image: image67.png]1841
Py



除，余数为1987，它可被1987整除，所以括号内的数能被1987整除，即q能被1987整除.

练习二

1．  选择题

（1）（1987年上海初中数学竞赛题）若数n=20·30·40·50·60·70·80·90·100·110·120·130，则不是n的因数的最小质数是（  ）.

（A）19  （B）17  （C）13  （D）非上述答案

（2）在整数0、1、2…、8、9中质数有x个，偶数有y个，完全平方数有z个，则x+y+z等于（   ）.

（A）14  （B）13  （C）12  （D）11  （E）10

（3）可除尽311+518的最小整数是（   ）.

（A）2  （B）3  （C）5  （D）311+518（E）以上都不是

2．  填空题

（1）（1973年加拿大数学竞赛题）把100000表示为两个整数的乘积，使其中没有一个是10的整倍数的表达式为__________.

(2)    一个自然数与3的和是5的倍数,与3的差是6的倍数,这样的自然数中最小的是_________.

(3)    (1989年全国初中联赛题)在十进制中,各位数码是0或1,并且能被225整除的最小自然数是________.

3.求使[image: image68.png]20004



为整数的最小自然数a的值.

4.(1971年加拿大数学竞赛题)证明:对一切整数n,n2+2n+12不是121的倍数.

5.(1984年韶关初二数学竞赛题)设[image: image69.png]abed



是一个四位正整数,已知三位正整数[image: image70.png]abec



与246的和是一位正整数d的111倍,[image: image71.png]abec



又是18的倍数.求出这个四位数[image: image72.png]abed



,并写出推理运算过程.

6.(1954年苏联数学竞赛题)能否有正整数m、n满足方程m2+1954=n2.

7.证明：（1）133|（11n+2+12n+1），其中n为非负整数.

(2)若将(1)中的11改为任意一个正整数a,则(1)中的12,133将作何改动?证明改动后的结论.

8.(1986年全国初中数学竞赛题)设a、b、c是三个互不相等的正整数.求证:在a3b-ab3,b3c-bc3,c3a-ca3三个数中,至少有一个能被10整除.

9.(1986年上海初中数学竞赛题)100个正整数之和为101101,则它们的最大公约数的最大可能值是多少?证明你的结论.

 

练习参考答案
１．Ｂ．Ｂ．Ａ

２．（１）２５·５５．（２）２７．

３．由2000a为一整数平方可推出a=5．

４．反证法．若是１２１的倍数，设ｎ２＋２ｎ＋１２＝１２１ｋ[image: image73.png]


（ｎ＋１）２＝１１（１１ｋ－１）．∵１１是素数且除尽（＋１）２，

∴１１除尽ｎ＋１[image: image74.png]


１１２除尽（ｎ＋１）２或１１｜１１ｋ－１，不可能．

５．由[image: image75.png]abe + 246



是ｄ的１１１倍，[image: image76.png]




 INCLUDEPICTURE "http://www.cbe21.com/subject/maths/images/040401/575/575124.gif" \* MERGEFORMATINET [image: image77.png]abec



可能是１９８，３０９，４２０，５３１，６４２，７５３；又[image: image78.png]abec



是１８的倍数，∴[image: image79.png]abec



只能是１９８．而１９８＋２４６＝４４４，∴ｄ＝４，[image: image80.png]abed



是１９８４．

７．（１）１１ｎ＋２＋１２２ｎ＋１＝１２１×１１ｎ＋１２×１４４ｎ＝１２１×１１ｎ＋１２×１１ｎ－１２×１１ｎ＋１２×１４４ｎ＝…＝１３３×１１ｎ＋１２×（１４４ｎ－１１ｎ）．第一项可被１３３整除．又１４４－１１｜１４４ｎ－１１ｎ，∴１３３｜１１ｎ＋２＋１２２ｎ＋１．

（２）１１改为ａ．１２改为ａ＋１，１３３改为ａ（ａ＋１）＋１．改动后命题为ａ（ａ＋１）＋１｜ａｎ＋２＋（ａ＋１）２ｎ＋１，可仿上证明．

８．∵ａ３ｂ－ａｂ３＝ａｂ（ａ２－ｂ２）；同理有ｂ（ｂ２－ｃ２）；ｃａ（ｃ２－ａ２）．若ａ

、ｂ、ｃ中有偶数或均为奇数，以上三数总能被２整除．又∵在ａ、ｂ、ｃ中若有一个是５的倍数，则题中结论必成立．若均不能被５整除，则ａ２，ｂ２，ｃ２个位数只能是１，４，６，９，从而ａ２－ｂ２，ｂ２－ｃ２，ｃ２－ａ２的个位数是从１，４，６，９中，任取三个两两之差，其中必有０或±５，故题中三式表示的数至少有一个被５整除，又２、５互质．

９．设１００个正整数为ａ１，ａ２，…，ａ１００，最大公约数为ｄ，并令

[image: image81.png]=d-a, (1< €100)





则ａ１＋ａ​２＋…＋ａ１００＝ｄ（ａ１′＋ａ２′＋…＋ａ′１００）＝１０１１０１＝１０１×１００１，故知ａ１′，ａ２′，ａ′１００不可能都是１，从而ａ′１＋ａ′２＋…＋ａ′１００≥１×９９＋２＝１０１，ｄ≤１００１；若取ａ１＝ａ２＝ａ９９＝１００１，ａ１００＝２００２，则满足ａ１＋ａ２＋…＋ａ１００＝１００１×１０１＝１０１１０１，且ｄ＝１００１，故ｄ的最大可能值为１００１
竞赛讲座03
--同余式与不定方程
同余式和不定方程是数论中古老而富有魅力的内容.考虑数学竞赛的需要,下面介绍有关的基本内容.

1.       同余式及其应用

定义:设a、b、m为整数（m＞0），若a和b被m除得的余数相同，则称a和b对模m同余.记为[image: image82.png]


或[image: image83.png]().




一切整数n可以按照某个自然数m作为除数的余数进行分类，即n=pm+r（r=0，1，…，m-1），恰好m个数类.于是同余的概念可理解为,若对n1、n2，有n1=q1m+r，n2=q2m+r，那么n1、n2
对模m的同余，即它们用m除所得的余数相等.

利用整数的剩余类表示,可以证明同余式的下述简单性质:

(1)    若[image: image84.png]()



,则m|(b-a).反过来,若m|(b-a),则[image: image85.png]()



;

(2)    如果a=km+b(k为整数),则[image: image86.png]()



;

(3)    每个整数恰与0,1,…，m-1，这m个整数中的某一个对模m同余；

(4)    同余关系是一种等价关系：

①     反身性  [image: image87.png]()



；

②     对称性[image: image88.png]()



，则[image: image89.png]()



，反之亦然.

③     传递性[image: image90.png]()



，[image: image91.png]()



，则[image: image92.png]()



；

（5）如果[image: image93.png]()



，[image: image94.png]()




，则

①[image: image95.png]atx=(bty)im



；

②[image: image96.png]ax = by(m)



特别地[image: image97.png]B
).




应用同余式的上述性质，可以解决许多有关整数的问题.

例1（1898年匈牙利奥林匹克竞赛题）求使2n+1能被3整除的一切自然数n.

解∵[image: image98.png]—1{mod 3),



  ∴[image: image99.png]2" =(=1)*(mod 3.




则2n+1[image: image100.png](=1 + 1(mod 3),




∴当n为奇数时，2n+1能被3整除；

当n为偶数时，2n+1不能被3整除.

例2         求2999最后两位数码.

解 考虑用100除2999所得的余数.

∵[image: image101.png]4096 = —d(mod 100),




∴[image: image102.png]2%% = (2% 2% = (4™ 2% (mod 100).




又[image: image103.png]4096 = ~4(mod 100)




∴[image: image104.png]



[image: image105.png]



∴[image: image106.png]999 -
2% = (-4)¥ 2% =(—64) 2% =




[image: image107.png]= 88(mod 100).




∴2999的最后两位数字为88.

例3         求证31980+41981能被5整除.

证明  ∵[image: image108.png]3= -2(mod 5),3" = -1(mod 5),




[image: image109.png]—1{mod 5),




∴[image: image110.png]31980 _ go%0
e





∴[image: image111.png]3190 4 41980 = ()P0 + (- 1)1®! = O(mod 5).





∴[image: image112.png]5[(31%%0 + 410,




2．不定方程

不定方程的问题主要有两大类：判断不定方程有无整数解或解的个数；如果不定方程有整数解，采取正确的方法，求出全部整数解.

(1)    不定方程解的判定

如果方程的两端对同一个模m(常数)不同余,显然,这个方程必无整数解.而方程如有解则解必为奇数、偶数两种，因而可以在奇偶性分析的基础上应用同余概念判定方程有无整数解.

例4         证明方程2x2-5y2=7无整数解.

证明  ∵2x2=5y2+7，显然y为奇数.

①     若x为偶数，则[image: image113.png]27 = 0(mod §).




[image: image114.png]Cn+ 1) =dn(n+ 1) +1,




∴[image: image115.png]=1(mod 8),




[image: image116.png]= 4(mod 8).




∵方程两边对同一整数8的余数不等，

∴x不能为偶数.

②     若x为奇数，则[image: image117.png]2x* =
2(mod 4).




但5y2+7[image: image118.png]O(mod 4),




∴x不能为奇数.因则原方程无整数解.

说明:用整数的整除性来判定方程有无整数解,是我们解答这类问题的常用方法.

例5         (第14届美国数学邀请赛题)不存在整数x,y使方程

[image: image119.png]7+ 3xy - 2p* =122



   ①

证明  如果有整数x，y使方程①成立，

则[image: image120.png]17%29-5=488 =42 + 12xy- 8y*




=[image: image121.png](2x+3y)*
-17y°



知（2x+3y2）+5能被17整除.

设2x+3y=17n+a，其中a是0，±1，±2，±3，±4，±5，±6，±7，±8中的某个数，但是这时（2x+3y）2+5=（17n）2+34na+（a2+5）=a2+5（mod17），而a2+5被17整除得的余数分别是5，6，9，14，4，13，7，3，1，即在任何情况下（2x+3y）2+5都不能被17整除，这与它能被17整除矛盾.故不存在整数x，y使①成立.

例7  （第33届美国数学竞赛题）满足方程x2+y2=x3的正整数对（x，y）的个数是（   ）.

（A）0 （B）1（C）2（D）无限个（E）上述结论都不对

解由x2+y2=x3得y2=x2（x-1），

所以只要x-1为自然数的平方，则方程必有正整数解.令x-1=k2(k为自然数),则[image: image122.png]{7. [3RA8

v = kG +1)



为方程的一组通解.由于自然数有无限多个,故满足方程的正整数对(x,y)有无限多个,应选(D).

说明:可用写出方程的一组通解的方法,判定方程有无数个解.

(2)    不定方程的解法

不定方程没有统一的解法,常用的特殊方法有:配方法、因式（质因数）分解法、不等式法、奇偶分析法和余数分析法.对方程进行适当的变形,并正确应用整数的性质是解不定方程的基本思路.

例6         求方程[image: image123.png]x* —dxy+5y* =169



的整数解.

解(配方法)原方程配方得(x-2y)2+y2=132.

在勾股数中,最大的一个为13的只有一组即5,12,13,因此有8对整数的平方和等于132即(5,12),(12,5),(-5,-12),(-12,-5),(5-,12),(12,-5),(-5,12),(-12,5).故原方程组的解只能是下面的八个方程组的解

[image: image124.png]


   [image: image125.png]i%

x-2y =12,




[image: image126.png]


  [image: image127.png]



[image: image128.png]


 [image: image129.png]{x—z,v:n,





[image: image130.png]x-2y
=5



 [image: image131.png]



解得[image: image132.png]



[image: image133.png]


  [image: image134.png]



例7         (原民主德国1982年中学生竞赛题)已知两个自然数b和c及素数a满足方程a2+b2=c2.证明:这时有a＜b及b+1=c.

证明（因式分解法）∵a2+b2=c2，

∴a2=（c-b）（c+b），

又∵a为素数，∴c-b=1，且c+b=a2.

于是得c=b+1及a2=b+c=2b+1＜3b，

即[image: image135.png]o R



＜[image: image136.png]2w



.而a≥3,∴[image: image137.png]2w



≤1，∴[image: image138.png]o R



＜1.∴a＜b.

例9（第35届美国中学数学竞赛题）满足联立方程

[image: image139.png]ab +be = 44,
ac +be =23




的正整数（a，b，c）的组数是（   ）.

（A）0  （B）1  （C）2  （D）3  （E）4

解（质因数分解法）由方程ac+bc=23得

（a+b）c=23=1×23.

∵a，b，c为正整数，∴c=1且a+b=23.将c和a=23-b代入方程ab+bc=44得

(23-b)b+b=44,即(b-2)(b-22)=0,

∴b1=2,b2=22.从而得a1=21,a2=1.故满足联立方程的正整数组(a,b,c)有两个,即(21,2,1)和(1,22,1),应选(C).

例10求不定方程2(x+y)=xy+7的整数解.

解 由(y-2)x=2y-7,得[image: image140.png]



分离整数部分得[image: image141.png]



由x为整数知y-2是3的因数,

∴y-2=±1，±3，∴x=3，5，±1.

∴方程整数解为

[image: image142.png]



例11         求方程x+y=x2-xy+y2的整数解.

解（不等式法）方程有整数解  必须△=（y+1）2-4（y2-y）≥0，解得

[image: image143.png]


≤y≤[image: image144.png]3+2.3




.

满足这个不等式的整数只有y=0，1，2.

当y=0时，由原方程可得x=0或x=1；当y=1时，由原方程可得x=2或0；当y=2时，由原方程可得x=1或2.

所以方程有整数解

[image: image145.png]



最后我们来看两个分式和根式不定方程的例子.

例12         求满足方程[image: image146.png]o=

<l



且使y是最大的正整数解（x，y）.

解将原方程变形得[image: image147.png]12x
12-x

=-12+

144
12-x





由此式可知，只有12-x是正的且最小时，y才能取大值.又12-x应是144的约数，所以，

12-x=1，x=11，这时y=132.

故  满足题设的方程的正整数解为

（x，y）=（11，132）.

例13（第35届美国中学生数学竞赛题）满足0＜x＜y及[image: image148.png]1984 = Jx+ fy



的不同的整数对（x，y）的个数是（   ）.

（A）0  （B）1  （C）3  （D）4  （E）7

解法1 根据题意知，0＜x＜1984，由

[image: image149.png](D) = (1984 - ofn)?




得   [image: image150.png]¥ =1984 + x - 2./1984x




当且仅当1984x是完全平方数时，y是整数.而1984=26·31，故当且仅当x具有31t2形式时，1984x是完全平方数.

∵x＜1984，∵1≤t≤7.当t=1，2，3时，得整数对分别为（31，1519）、（124，1116）和（279，775）.当t＞3时y≤x不合题意，因此不同的整数对的个数是3，故应选（C）.

解法2 ∵1984=[image: image151.png]20 %31,



∴[image: image152.png]8B =x+.y.



由此可知：x必须具有31t2形式，y必须具有31k2形式，并且t+k=8（t，k均为正整数）.因为0＜x＜y，所以t＜k.当t=1，k=7时得（31，1519）；t=2，k=6时得（124，1116）；当t=3，k=5时得（279，775）.因此不同整数对的个数为3.

练习二十

1.       选择题

(1)方程x2-y2=105的正整数解有(   ).

（A）      一组 （B）二组  （C）三组  （D）四组

(2)在0,1,2,…，50这51个整数中，能同时被2，3，4整除的有（   ）.

（A）      3个 （B）4个  （C）5个  （D）6个

2．填空题

（1）的个位数分别为_________及_________.

(2)满足不[image: image153.png]31686 2000



等式104≤A≤105的整数A的个数是x×104+1，则x的值________.

(3)    已知整数y被7除余数为5,那么y3被7除时余数为________.

(4)    (全俄第14届中学生数学竞赛试题)求出任何一组满足方程x2-51y2=1的自然数解x和y_________.

3.(第26届国际数学竞赛预选题)求三个正整数x、y、z满足

[image: image154.png]1,1.1_4

L1142
Ty z 5



.

4．（1985年上海数学竞赛题）在数列4，8，17，77，97，106，125，238中相邻若干个数之和是3的倍数，而不是9的倍数的数组共有多少组？

5．求[image: image155.png]73

2=
x-5 =5



的整数解.

6．求证[image: image156.png]


可被37整除.

7．（全俄1986年数学竞赛题）求满足条件[image: image157.png]


的整数x，y的所有可能的值.

8．（1985年上海初中数学竞赛题）已知直角三角形的两直角边长分别为l厘米、m厘米，斜边长为n厘米，且l，m，n均为正整数，l为质数.证明：2（l+m+n）是完全平方数.

9.(1988年全国初中数学竞赛题)如果p、q、[image: image158.png]


、[image: image159.png]2¢-1



都是整数，并且p＞1，q＞1，试求p+q的值.

 

练习二十

1.D.C.

2.(1)9及1.     (2)9.    (3)4.

(4)原方程可变形为x2=(7y+1)2+2y(y-7),令y=7可得x=50.

3.不妨设x≤y≤z,则[image: image160.png]344



,故x≤3.又有[image: image161.png]


故x≥2.若x=2,则[image: image162.png]e



,故y≤6.又有[image: image163.png]1
v

3
10



,故y≥4.若y=4,则z=20.若y=5,则z=10.若y=6,则z无整数解.若x=3,类似可以确定3≤y≤4,y=3或4,z都不能是整数.

4.可仿例2解.

5.先求出[image: image164.png]


,然后将方程变形为y=5+x-2[image: image165.png]


要使y为整数,5x-1应是完全平方数,…,解得

[image: image166.png][l

x=1

x=2
=1




6.8888≡8(mod37),∴88882222≡82(mod37).

7777≡7(mod37),77773333≡73(mod37),88882222+77773333≡(82+73)(mod37),而82+73=407,37|407,∴37|N.

7.简解:原方程变形为3x2-(3y+7)x+3y2-7y=0由关于x的二次方程有解的条件△≥0及y为整数可得0≤y≤5,即y=0,1,2,3,4,5.逐一代入原方程可知,原方程仅有两组解(4,5)、(5,4).

8.∵l2+m2=n2,∴l2=(n+m)(n-m).∵l为质数,且n+m＞n-m＞0,∴n+m=l2,n-m=1.于是l2=n+m=(m+1)+m=2m+1,2m=l2-1,2(l+m+1)=2l+2+2m=l2+2l+1=(l+1)2.即2(l+m+1)是完全平方数.

9.易知p≠q,不妨设p＞q.令[image: image167.png]


=n,则m＞n由此可得不定方程(4-mn)p=m+2,解此方程可得p、q之值.

竞赛专题讲座04

－平面几何证明

[竞赛知识点拨]
1． 线段或角相等的证明
（1）　　　 利用全等△或相似多边形；

（2）　　　 利用等腰△；

（3）　　　 利用平行四边形；

（4）　　　 利用等量代换；

（5）　　　 利用平行线的性质或利用比例关系

（6）　　　 利用圆中的等量关系等。

2． 线段或角的和差倍分的证明
（1）　　　 转化为相等问题。如要证明a=b±c，可以先作出线段p=b±c，再去证明a=p，即所谓“截长补短”，角的问题仿此进行。

（2）　　　 直接用已知的定理。例如：中位线定理，Rt△斜边上的中线等于斜边的一半；△的外角等于不相邻的内角之和；圆周角等于同弧所对圆心角的一半等等。

3． 两线平行与垂直的证明
（1）　　　 利用两线平行与垂直的判定定理。

（2）　　　 利用平行四边形的性质可证明平行；利用等腰△的“三线合一”可证明垂直。

（3）　　　 利用比例关系可证明平行；利用勾股定理的逆定理可证明垂直等。

[image: image1848.png]


【竞赛例题剖析】
【例1】从⊙O外一点P向圆引两条切线PA、PB和割线PCD。从A点作弦AE平行于CD，连结BE交CD于F。求证：BE平分CD。

【分析1】构造两个全等△。

连结ED、AC、AF。

CF=DF←△ACF≌△EDF←

←[image: image168.png]AC=ED
P
ZACF= ZEDF|

AE/CD

(ZEFD
ZAFC=ZEFD &

AEF= ZABP
ZAFC= Z8BPe A Fu B, PIUGHE




←∠PAB=∠AEB=∠PFB

【分析2】利用圆中的等量关系。连[image: image1849.png]


结OF、OP、OB。

[image: image169.png]£0BP= 90°
CF = DF e ZOFP=90° &
{o‘ F. B PROAHE <




←∠PFB=∠POB←

←[image: image170.png]ZPFB= ZAEB < AE/ CD
ZPOB= ZAEB « PA, PBRtTE




注：连结OP、OA、OF，证明A、O、F、P四点共圆亦可。

[image: image1850.png]A



【例2】[image: image171.png]


△ABC内接于⊙O，P是弧 AB上的一点，过P作OA、OB的垂线，与AC、BC分别交于S、T，AB交于M、N。求证：PM=MS充要条件是PN=NT。

[image: image1851.png]Y
2



【分析】只需证[image: image172.png]PM _

™S

TN
NP



， PM·PN=MS·NT。

（∠1=∠2，∠3=∠4）→△APM∽△PBN

→[image: image173.png]PM _ AM
BN PN



→PM·PN=AM·BN

（∠BNT=∠AMS，∠BTN=∠MAS）→△BNT∽△SMA

→[image: image174.png]MS _ AM
BN NT



→MS·NT=AM·BN

【例3】已知A为平面上两半径不等的圆O1和O2的一个交点，两外公[image: image1852.png]TN
oy

vy



切线P1P2、Q1Q2分别切两圆于P1、P2、Q1、Q2，M1、M2分别为P1Q1、P2Q2的中点。求证：∠O1AO2=∠M1AM2。

【分析】设B为两圆的另一交点，连结并延长BA交P1P2于C，交O1O2于M，则C为[image: image1853.png]


P1P2的中点，且P1M1∥CM∥P2M2，故CM为M1M2[image: image1854.png]


的中垂线。

在O1M上截取MO3=MO2，则∠M1AO3=∠M2AO2。

故只需证∠O1AM1=∠O3AM1，即证[image: image175.png]0,4 _ OM,
A0, M0



。

由△P1O1M1∽P2O2M2，M1O3=M2O2，O1P1=O1A，O2P2=O2A可得。

【例4】在△ABC中，AB>AC，∠A的外角平分线交△ABC的外接圆于D，DE⊥AB于E，求证：AE=[image: image176.png]AB-AC



。

[image: image1855.png]42



【分析】方法1、2AE=AB-AC 

← 在BE上截取EF=AE，只需证BF=AC，连结DC、DB、DF，从而只需证△DBF≌△DCA 

← DF=DA，∠DBF=∠DCA，∠DFB=∠DAC 

←∠DFA=∠DAF=∠DAG。

方法2、延长CA至G，使AG=AE，则只需证BE=CG

← 连结DG、DC、DB，则只需证△DBE≌△DCG

← DE=DG，∠DBE=∠DCG，∠DEB=∠DGC=Rt∠。

【例5】∠ABC的顶点B在⊙O外，BA、BC均与⊙O相交，过BA与圆的交点K引∠ABC平分线的垂线，交⊙O于P，交BC于M。

[image: image1856.png]


求证：线段PM为圆心到∠ABC平分线距离的2倍。

【分析】若角平分线过O，则P、M重合，PM=0，结论显然成立。

若角平分线不过O，则延长DO至D‘，使OD’=OD，则[image: image1857.png]I

NA



只需证DD‘=PM。连结D’P、DM，则只需证DMPD‘为平行四边形。

过O作m⊥PK，则D[image: image177.png]


D’,K[image: image178.png]


P，∴∠D‘PK=∠DKP

BL平分∠ABC，MK⊥BL→BL为MK的中垂线→∠DKB=∠DMK

∴∠D’PK=∠DMK，∴D‘P∥DM。而D’ D∥PM，

∴DMPD‘为平行四边形。

【例6】在△ABC中，AP为∠A的平分线，AM为BC边上的中线，过B作BH⊥AP于H，AM的延长线交BH于Q，求证：PQ∥AB。

[image: image1858.png]


【分析】方法1、结合中线和角平分线的性质，考虑用比例证明平行。

倍长中线：延长AM至M’，使AM=MA‘，连结BA’，如图6-1。

PQ∥AB←[image: image179.png]PM _ QM

ME MA



←[image: image180.png]MB+PM _MA+ QM
MB-PM MA-QM



←[image: image181.png]BP_AQ
PC Qa'




←[image: image182.png]BP_Ba&
FCTAC
4Q _BA
Q4 4B

AC=4'B

<« ZABQ=£A'BQ




∠A‘BQ=180°-(∠HBA+∠BAH+∠CAP)= 180°-90°-∠CAP=90°-∠BAP=∠ABQ

方法2、结合角平分线和BH⊥AH联想对称知识。

延长BH交AC的延长线于B’，如图6-2。则H为BB‘的中点，因为M为BC的中点，连结HM，则HM∥B/C。延长HM交AB于O，则O为AB的中点。延长MO至M’，使OM‘=OM，连结M’A、M‘B，则AM’BM是平行四边形，

[image: image1859.png]


∴MP∥AM‘，QM∥BM’。于是，[image: image183.png]HP_ HM _HQ
P4 MM QB



，所以PQ∥AB。

【例7】[image: image184.png]




 INCLUDEPICTURE "http://www.cbe21.com/subject/maths/images/040401/1055/1055060.gif" \* MERGEFORMATINET [image: image185.png]


菱形ABCD的内切圆O与各边分别切于E、F、G、H，在EF与GH上分别作⊙O的切线交AB于M，交BC于N，交CD于P，交DA于Q。

求证：MQ∥NP。（95年全国联赛二试3）

【分析】由AB∥CD知：要证MQ∥NP，只需证∠AMQ=∠CPN，

结合∠A=∠C知，只需证△AMQ∽△CPN←[image: image186.png]AM_CP
aQ CN



，AM·CN=AQ·CP。

连结AC、BD，其交点为内切圆心O。设MN与⊙O切于K，连结OE、OM、OK、ON、OF。记∠ABO=φ，∠MOK=α，∠KON=β，则

∠EOM=α，∠FON=β，∠EOF=2α+2β=180°-2φ。

∴∠BON=90°-∠NOF-∠COF=90°-β-φ=α

∴∠CNO=∠NBO+∠NOB=φ+α=∠AOE+∠MOE=∠AOM

又∠OCN=∠MAO，∴△OCN∽△MAO，于是[image: image187.png]AM _ A0
o CN



，

∴AM·CN=AO·CO

同理，AQ·CP=AO·CO。

【例8】ABCD是圆内接四边形，其对角线交于P，M、N分别是AD、BC的中点，过M、N分别作BD、AC的垂线交于K。求证：[image: image1860.png]) &

) A}



KP⊥AB。

【分析】延长KP交AB于L，则只需证∠PAL+∠APL=90°，

即只需证∠PDC+∠KPC=90°，只需证∠PDC=∠PKF，

因为P、F、K、E四点共圆，故只需证∠PDC=∠PEF，即EF∥DC。

[image: image188.png]DE_DP
FC CP



←[image: image189.png]DE_Da&_2DM

FC CB 2CN



←[image: image190.png]DE_DM
FC CN



←△DME∽△CNF

【例9】以△ABC的边BC为直径作半圆，与AB、AC分别交于点D、E。过D、E作BC的垂线，垂足分别是F、G，线段DG、EF交于点M。求证：AM⊥BC。

[image: image1861.png]


【分析】连结BE、CD交于H，则H为垂心，故AH⊥BC。（同一法）

设AH⊥BC于O，DG、AH交于M1，EF、AH交于M2。下面证M1、M2重合。

OM1∥DF→[image: image191.png]


→OM1=[image: image192.png]0GeDF

G



。

OM2∥EG→[image: image193.png]OM, _ FO
EG  GF




→OM2=[image: image194.png]EGe OF

G



。

只需证OG·DF=EG·OF，即[image: image195.png]oG _

OF

EG
DF



←Rt△OEG∽Rt△ODF←∠DOF=∠DHB=∠EHC=∠EOG。
竞赛讲座05
－几何解题途径的探求方法
  一．充分地展开想象

    想象力，就是人们平常说的形象思维或直觉思维能力。想象力对于人们的创造性劳动的重要作用，马克思曾作过高度评价：“想象是促进人类发展的伟大天赋。”解题一项创造性的工作，自然需要丰富的想象力。在解题过程中，充分展开想象，主要是指：

1．全面地设想
    设想，是指对同一问题从各个不同的角度去观察思考和深入分析其特征，推测解题的大致方向，构思各种不同的处理方案。

例1．在
[image: image196.wmf]ABCD

中，AB=AC，D是BC边上一点，E是线段AD上一点 ，且
[image: image197.wmf]BAC

CED

BED

Ð

=

Ð

=

Ð

2

，求证：BD=2CD（92年全国初中联赛试题）

例2． 在
[image: image198.wmf]ABC

D

中，AB>AC，
[image: image199.wmf]A

Ð

的外角平分线交
[image: image200.wmf]ABC

D

的外接圆于D，
[image: image201.wmf]AB

DE

^

于E。求证：
[image: image202.wmf]2

)

(

AC

AB

AE

-

=

（89年全国高中联赛试题）

3．在
[image: image203.wmf]ABC

Rt

D

的斜边上取一点D，使
[image: image204.wmf]ACD

ABD

D

D

和

的内切圆相等。证明：
[image: image205.wmf]2

AD

S

ABC

=

D

（31届IMO备选题）

例4．设A是三维立体
[image: image206.wmf]a


[image: image207.wmf]bc

的长方体砖块。若B是所有到A的距离不超过1的点的集合（特别地，B包含A），试用
[image: image208.wmf]abc

的多项式表示B的体积（84年美国普特南数学竟赛试题）

2．广泛地联想

    联想，是指从事物的相联糸中来考虑问题，从一事物想到与其相关的各种不同的事物，进行由此彼的思索。在解题过程中，我们如能根椐问题特征广泛地联想熟知命题，并设法将其结论或解法加以利用，则无疑是获得解题途径的简捷方法。

例5．在
[image: image209.wmf]ABC

D

中角A，B，C的对边分别为a，b，c，若角A，B，C的大小成等比数列，且
[image: image210.wmf]ac

a

b

=

-

2

2

，求角B（85年全国高中联赛试题）

例6．四边形ABCD内接于
[image: image211.wmf]o

O

，对角线
[image: image212.wmf]BD

AC

^

于
[image: image213.wmf]P

，
[image: image214.wmf]E

是
[image: image215.wmf]CD

的中点，
[image: image216.wmf]OF

：PE

F

。

AB

OF

=

^

求证

于

（78年上海高中竟赛试题）
例7． 在正方体
[image: image217.wmf]1

1

1

1

D

C

B

A

ABCD

-

中，
[image: image218.wmf]E

是
[image: image219.wmf]BC

的中点，
[image: image220.wmf]F

在棱
[image: image221.wmf]1

AA

上，且
[image: image222.wmf]2

:

1

:

1

=

FA

F

A

，求平面
[image: image223.wmf]EF

B

1

与底面
[image: image224.wmf]1

1

1

1

D

C

B

A

所成的二面角。（85年全国高中联赛试题）

例8． 设
[image: image225.wmf]4

3

2

1

A

A

A

A

为
[image: image226.wmf]O

0的内接四边形，
[image: image227.wmf]4

3

2

1

,

,

,

H

H

H

H

依次为


[image: image228.wmf],

3

2

1

2

1

4

1

4

3

4

3

2

,

,

,

A

A

A

A

A

A

A

A

A

A

A

A

D

D

D

D

的垂心。求证：
[image: image229.wmf]4

3

2

,

1

,

,

H

H

H

H

四点在同一个圆上，并确定该圆的圆心位置。（92年全国高中联赛试题）

3．大胆地猜测想

    猜想，是指由直觉或某些数学事实，推测某个判断或命题可能成立的一种创造性的思维活动过程。科学家都非常重视猜想的作用。誉满世界被称为数学王子的德国数学家高斯就曾深有体会地说：“没有大胆的猜想就不可能有伟大的发现。”“若无某种放肆的猜想，一般是不可能有知识的进展的。”在解题过程中，通过猜想不仅可以得到问题的结论，而且还可以获得解题的途径，但应注意，由猜想所得出的结论不一定可靠，其正确性还必须经过严格的逻辑证明或实践的检验。

例9． 正方形
[image: image230.wmf]ABCD

的边长为1，
[image: image231.wmf]Q

P

,

分别是边
[image: image232.wmf]AB

与边
[image: image233.wmf]AD

上各一点。若
[image: image234.wmf]APQ

D

的周长为2。求
[image: image235.wmf]PCD

Ð

（88年国家队选拔试题）

例10．已知圆内接四边形的对角线
[image: image236.wmf]AC

与
[image: image237.wmf]BD

相交于
[image: image238.wmf]M

。求证：
[image: image239.wmf]MC

AM

CD

AD

CB

AB

=

´


例11．已知四面体
[image: image240.wmf]ABC

p

-

的六条棱长之和为
[image: image241.wmf]l

，并且


[image: image242.wmf]0

90

=

Ð

=

Ð

=

Ð

CPA

BPC

APB

，试求它的最大体积。（28届IMO备选题）

例12．设正方体
[image: image243.wmf]1

1

1

1

D

C

B

A

ABCD

-

的棱长为
[image: image244.wmf]a

，过棱
[image: image245.wmf]1

1

C

B

上一点
[image: image246.wmf]Q

作一直线与棱
[image: image247.wmf]1

AA

和
[image: image248.wmf]DC

的延长线分别交于
[image: image249.wmf]R

P

,

，试问：当
[image: image250.wmf]Q

在棱
[image: image251.wmf]1

1

C

B

上移动时，线段
[image: image252.wmf]PR

最短时的长度是多少？证明你的结论。

二．精心地进行类比

类比，是指人们在观察或思考问题时，往往把相似的事物加以比较，并把处理某些事物的成功经验用到与其性质相似的另一些事物上去的思维方式。在解题过程中，若能将它与相似的问题精心地进行类比，则往往可由此得到解题途径，甚至发现新的知识。

例13．四边形
[image: image253.wmf]ABCD

内接于⊙
[image: image254.wmf]O

，对角线
[image: image255.wmf]AC

与
[image: image256.wmf]BD

相交于
[image: image257.wmf]P

，设
[image: image258.wmf]CDP

BCP

ABP

D

D

D

,

,

和
[image: image259.wmf]DAP

D

的外接圆圆心分别为
[image: image260.wmf]4

3

2

1

,

,

,

O

O

O

O

。求证：
[image: image261.wmf]OP

O

O

O

O

,

,

4

2

3

1

三直线共点。（90年全国高中联试题）

例14．在四面体
[image: image262.wmf]ABC

O

-

中，已知
[image: image263.wmf]0

90

=

Ð

=

Ð

=

Ð

COA

BOC

AOB

，试问：
[image: image264.wmf]COA

BOC

AOB

ABC

S

S

S

S

D

D

D

D

,

,

,

之间有何关系？证明你的结论。

例16．设
[image: image265.wmf]O

是四体
[image: image266.wmf]ABCD

内部的任意一点，
[image: image267.wmf],

,

,

CO

BO

AO

和
[image: image268.wmf]DO

的延长线分别与面
[image: image269.wmf]ABD

ACD

BCD

,

,

和
[image: image270.wmf]ABC

交于
[image: image271.wmf]D

C

B

A

¢

¢

¢

¢

,

,

,

。求证：
[image: image272.wmf]1

=

¢

¢

+

¢

¢

+

¢

¢

+

¢

¢

D

D

D

O

C

C

C

O

B

B

B

O

A

A

A

O


三．合理地利用特殊

例17.
[image: image273.wmf]ABC

D

和
[image: image274.wmf]ABD

D

在边
[image: image275.wmf]Ab

的同侧,
[image: image276.wmf]°

=

Ð

+

Ð

180

ADB

ACB

,且边
[image: image277.wmf]BC

与边
[image: image278.wmf]AD

相交于
[image: image279.wmf]E

点.求证:
[image: image280.wmf]2

AB

BC

BE

AD

AE

=

×

+

×

.

例18.已知半径分别为
[image: image281.wmf]R

、
[image: image282.wmf]r

（
[image: image283.wmf]R

>
[image: image284.wmf]r

）的两圆内切于
[image: image285.wmf]A

，
[image: image286.wmf]AE

是外圆的直径，
[image: image287.wmf]AE

的垂线与两圆分别交于
[image: image288.wmf]AE

同侧的两点
[image: image289.wmf]B

和
[image: image290.wmf]C

，试求
[image: image291.wmf]ABC

D

的外接圆直径（83年苏联竞赛题）

例19．设
[image: image292.wmf]AO

是
[image: image293.wmf]i

i

C

AB

D

的角平分线，且点
[image: image294.wmf]i

i

C

O

B

,

,

共线（
[image: image295.wmf]n

i

,

,

2

,

1

L

=

），则


[image: image296.wmf]2

2

1

2

1

1

3

2

2

1

1

1

3

2

2

1

1

÷

÷

ø

ö

ç

ç

è

æ

×

×

×

×

×

×

=

×

×

×

×

×

×

×

×

×

×

-

-

n

n

n

n

n

n

n

n

AC

AC

AC

AB

AB

AB

O

C

C

C

C

C

C

C

OC

O

B

B

B

B

B

B

B

OB

L

L

L

L

（79年苏联竞赛题）

例20．已知菱形
[image: image297.wmf]ABCD

外切于⊙
[image: image298.wmf]O

，
[image: image299.wmf]MN

是与边
[image: image300.wmf]CD

AD

,

分别交于
[image: image301.wmf]N

M

,

的⊙
[image: image302.wmf]O

的任一切线，求证：
[image: image303.wmf]CN

AM

×

为定值。（89年苏联奥赛题）

例21．设
[image: image304.wmf]P

是正三角形
[image: image305.wmf]ABC

外接圆的劣弧
[image: image306.wmf]BC

上任一点，求证：（1）
[image: image307.wmf]PA

PC

PB

=

+

；（2）
[image: image308.wmf]2

2

AB

PA

PC

PB

-

=

×


例22．求证：顶点在单位圆上的锐角三角形的三个内角的余弦之和小于这个三角形周长的一半。

例23．
[image: image309.wmf]ABC

D

外接于⊙
[image: image310.wmf]O

，
[image: image311.wmf]P

是
[image: image312.wmf]AB

弧上一点，过
[image: image313.wmf]P

作
[image: image314.wmf]OB

OA

,

的垂线，与
[image: image315.wmf]BC

AC

,

分别于
[image: image316.wmf]T

S

,

，与
[image: image317.wmf]AB

分别义于
[image: image318.wmf]N

M

,

。求证：
[image: image319.wmf]MS

PM

=

的充要条件是
[image: image320.wmf]NT

PN

=

。

例24．在凸六边形
[image: image321.wmf]ABCDEF

中，若对角线
[image: image322.wmf]CF

BE

AD

,

,

中的每一条都把六边形分成面积相等的两部分，则这三条对角线相交于一点（88年苏联奥赛题）

习题

1．若
[image: image323.wmf]CE

是
[image: image324.wmf]ABC

D

的
[image: image325.wmf]C

Ð

的平分线，且
[image: image326.wmf]EB

AE

CE

×

=

2

，则
[image: image327.wmf]2

:

1

:

=

AC

AE

（78年四川联赛试题）

2．在
[image: image328.wmf]ABC

D

中，
[image: image329.wmf]AC

AB

=

，任意延长
[image: image330.wmf]CA

到
[image: image331.wmf]P

，再延长
[image: image332.wmf]AB

到
[image: image333.wmf]Q

，使
[image: image334.wmf]BQ

AP

=

。

求证：
[image: image335.wmf]ABC

D

的外心与
[image: image336.wmf]Q

P

A

,

,

四点共圆（94年全国初中联赛试题）

3．平面上已给一锐角
[image: image337.wmf]ABC

D

，以
[image: image338.wmf]Ab

中直径的圆交高
[image: image339.wmf]C

C

¢

及延长线于
[image: image340.wmf]N

M

,

，以
[image: image341.wmf]AC

为直径的圆交高
[image: image342.wmf]B

B

¢

及其延长线于
[image: image343.wmf]Q

P

,

，证明：
[image: image344.wmf]Q

P

N

M

,

,

,

四点共圆（90年美国19届奥赛题）

4．已知一凸五边形
[image: image345.wmf]ABCDE

中，
[image: image346.wmf]DE

CD

BC

BAE

=

=

=

Ð

,

3

a

，且
[image: image347.wmf]a

2

180

-

°

=

Ð

=

Ð

CDE

BCD

，求证：
[image: image348.wmf]DAE

CAD

BAC

Ð

=

Ð

=

Ð

（90年全国初中联赛题）

5．在
[image: image349.wmf]ABC

D

中，
[image: image350.wmf]B

A

Ð

Ð

,

，
[image: image351.wmf]C

Ð

的对边分别为
[image: image352.wmf]c

b

a

,

,

，已知
[image: image353.wmf]2

2

2

b

bc

ac

a

=

+

+

，


[image: image354.wmf]2

2

2

c

bc

ac

a

=

+

-

，求它的最大角的度数（90年苏联奥赛试题）

6．已知锐角
[image: image355.wmf]ABC

D

的顶点
[image: image356.wmf]C

到垂心，外心的距离相等，求
[image: image357.wmf]ACB

Ð

（90年匈牙利奥赛题）

7．在三棱锥
[image: image358.wmf]ABC

S

-

中，
[image: image359.wmf]SC

SA

^

，△
[image: image360.wmf]SBC

和△
[image: image361.wmf]ABC

都有等腰三角形，
[image: image362.wmf]D

是
[image: image363.wmf]BC

边上任意一点，在平面
[image: image364.wmf]SAD

内作
[image: image365.wmf]AD

SH

^

于
[image: image366.wmf]H

，
[image: image367.wmf]P

是
[image: image368.wmf]SH

的中点，求证：
[image: image369.wmf]SDH

tg

PAH

tg

Ð

×

Ð

为定值。

9．设不过给定的平行四边形
[image: image370.wmf]ABCD

顶点的任一直线分别与直线
[image: image371.wmf]DA

CD

BV

AB

,

,

,

交于
[image: image372.wmf]H

G

F

E

,

,

,

，则⊙
[image: image373.wmf]EFC

与⊙
[image: image374.wmf]GHC

的另一交点必在定直线上。

10．设
[image: image375.wmf]ABCD

是任意四边形（包括凹四边形），则
[image: image376.wmf]BD

AC

^

的充要条件是：

[image: image377.wmf]2

2

2

2

BC

AD

CD

AB

+

=

+

（1912年匈牙利竞赛试题）

11．如图，圆的三条弦
[image: image378.wmf]1

1

1

,

,

RR

QQ

PP

两两相交，交点分别为
[image: image379.wmf]C

B

A

,

,

。若
[image: image380.wmf]1

1

1

,

CQ

BP

AR

CR

BQ

AP

=

=

=

=

。求证：△
[image: image381.wmf]ABC

是正三角形。（28届IMO备选题）

12．已知锐角△
[image: image382.wmf]ABC

的外接圆半径为
[image: image383.wmf]R

，
[image: image384.wmf]F

E

D

,

,

分别是边
[image: image385.wmf]AB

CA

BC

,

,

上的点，求证：
[image: image386.wmf]CF

BE

AD

,

,

是三条高的充要条件是：
[image: image387.wmf]2

)

(

FD

EF

DE

R

S

ABC

+

+

=

D

(86年全国高中联赛试题)

13.凸四边形
[image: image388.wmf]ABCD

内接于⊙
[image: image389.wmf]O

,对角线
[image: image390.wmf]AC

与
[image: image391.wmf]BD

相交于
[image: image392.wmf]P

,△
[image: image393.wmf]ABP

与△
[image: image394.wmf]CDP

的外接圆相交于
[image: image395.wmf]P

和另一点
[image: image396.wmf]Q

,且
[image: image397.wmf]Q

P

O

,

,

三点两两不重合,则
[image: image398.wmf]°

=

Ð

90

OQP

(第8届CMO试题)

竞赛专题讲座06

 －平面几何四个重要定理
四个重要定理：
[image: image1862.png]


梅涅劳斯(Menelaus)定理（梅氏线）
△ABC的三边BC、CA、AB或其延长线上有点P、Q、R，则P、Q、R共线的充要条件是 [image: image399.png]BP CQ AR _,
PC Q& RB



。

[image: image1863.png]


塞瓦(Ceva)定理（塞瓦点）
△ABC的三边BC、CA、AB上有点P、Q、R，则AP、BQ、CR共点的充要条件是[image: image400.png]BP CO AR,
PC Q& RB



。

[image: image1864.png]


托勒密(Ptolemy)定理
四边形的两对边乘积之和等于其对角线乘积的充要条件是该四边形内接于一圆。
[image: image1865.png]N

i

VX
K)



西姆松(Simson)定理（西姆松线）
从一点向三角形的三边所引垂线的垂足共线的充要条件是该点落在三角形的外接圆上。

例题：
[image: image1866.png]


1．　 设AD是△ABC的边BC上的中线，直线CF交AD于F。求证：[image: image401.png]AE _24F
ED FB



。

【分析】CEF截△ABD→[image: image402.png]AE DC BF

ED CB FA




（梅氏定理）

【评注】也可以添加辅助线证明：过A、B、D之一作CF的平行线。

[image: image1867.png]


2．　 过△ABC的重心G[image: image1868.png]


的直线分别交AB、AC于E、F，交CB于D。

求证：[image: image403.png]BE,CF
s FA



。

【分析】连结并延长AG交BC于M，则M为BC的中点。

DEG截△ABM→[image: image404.png]BE AG MD




（梅氏定理）

DGF截△ACM→[image: image405.png]CF AG MD




（梅氏定理）

∴[image: image406.png]BE, CF
s FA



=[image: image407.png]GM - (DB+ DC)
AG MD



=[image: image408.png]GM - 2MD
GM - MD



=1

【评注】梅氏定理

[image: image1869.png]


3．　 D、E、F分别在△ABC的BC、CA、AB边上，

[image: image409.png]BD_AF_CE

DC FB EA



，AD、BE、CF交成△LMN。

求S△LMN。

【分析】

[image: image1870.png]


[image: image1871.png]


【评注】梅氏定理

4．　 以△ABC各边为底边向外作相似的等腰△BCE、△CAF、△ABG。求证：AE、BF、CG相交于一点。

【分析】

【评注】塞瓦定理

[image: image1872.png]


5． 已知△ABC中，∠B=2∠C。求证：AC2=AB2+AB·BC。

【分析】过A作BC的平行线交△ABC的外接圆于D，连结BD。则[image: image1873.png]


CD=DA=AB，AC=BD。

由托勒密定理，AC·BD=AD·BC+CD·AB。

【评注】托勒密定理

[image: image1874.png]


6． 已知正七边形A1A2A3A4A5A6A7。

求证：[image: image410.png]1 1 1
Ak, AA, A4,




。（第21届全苏数学竞赛）

【分析】

[image: image1875.png]


【评注】托勒密定理

[image: image1876.png]LN
“\.



7． △ABC的BC边上的高AD的延长线交外接圆于P，作PE⊥AB于E，延长ED交AC延长线于F。

求证：BC·EF=BF·CE+BE·CF。

【分析】

[image: image1877.png]


【评注】西姆松定理（西姆松线）

8． 正六边形ABCDEF的对角线AC、CE分别被内分点M、N分成的比[image: image1878.png]


为AM：AC=CN：CE=k，且B、M、N共线。求k。（23-IMO-5）

【分析】

【评注】面积法

9． O为△ABC内一点，分别以da、db、dc表示O到BC、CA、AB[image: image1879.png]


的距离，以Ra、Rb、Rc表示O到A、B、C的距离。

求证：（1）a·Ra≥b·db+c·dc;　　 

(2) a·Ra≥c·db+b·dc;

(3) Ra+Rb+Rc≥2(da+db+dc)。

【分析】

[image: image1880.png]N/



[image: image1881.png]


【评注】面积法

10．△ABC中，H、G、O分别为垂心、重心、外心。

求证：H、G、O三点共线，且HG=2GO。（欧拉线）

【分析】

[image: image1882.png]


【评注】同一法

[image: image1883.png]


11．△ABC中，AB=AC，AD⊥BC于D，BM、BN三等分∠ABC，与AD相交于M、N，延长CM交AB于E。

求证：MB//NE。

【分析】

[image: image1884.png]


【评注】对称变换

[image: image1885.png]<
&



12．G是△ABC的重心，以AG为弦作圆切BG于G，延长CG交圆于D。求证：AG2=GC·GD。

[image: image1886.png]


【分析】

【评注】平移变换

13．C是直径AB=2的⊙O上一点，P在△ABC内，若PA+PB+PC的最小值是[image: image1887.png]


[image: image411.png]


，求此时△ABC的面积S。

【分析】

【评注】旋转变换

费马点：[image: image1888.png]/2



[image: image412.png]


已知O是△ABC内一点，∠AOB=∠BOC=∠COA=120°；P是△ABC内任一点，求证：PA+PB+PC≥OA+OB+OC。（O为费马点）

【分析】将C[image: image413.png]


C‘，O[image: image414.png]


O’， P[image: image415.png]


P‘，连结OO’、PP‘。则△B OO’、△B PP‘都是正三角形。

∴OO’=OB，PP‘=PB。显然△BO’C‘≌△BOC，△BP’C‘≌△BPC。

由于∠BO’C‘=∠BOC=120°=180°-∠BO’O，∴A、O、O‘、C’四点共线。

∴AP+PP‘+P’C‘≥AC’=AO+OO‘+O’C‘，即PA+PB+PC≥OA+OB+OC。

[image: image1889.png]P
n



14．(95全国竞赛) 菱形ABCD的内切圆O与各边分别交于E、F、G、H，在弧EF和弧GH上分别作⊙O的切线交AB、BC、CD、DA分别于M、N、P、Q。　　　 

求证：MQ//NP。

【分析】由AB∥CD[image: image1890.png]


知：要证MQ∥NP，只需证∠AMQ=∠CPN，

结合∠A=∠C知，只需证

△AMQ∽△CPN

←[image: image416.png]AM_CP
aQ CN



，AM·CN=AQ·CP。

连结AC、BD，其交点为内切圆心O。设MN与⊙O切于K，连结OE、OM、OK、ON、OF。记∠ABO=φ，∠MOK=α，∠KON=β，则

∠EOM=α，∠FON=β，∠EOF=2α+2β=180°-2φ。

∴∠BON=90°-∠NOF-∠COF=90°-β-φ=α

∴∠CNO=∠NBO+∠NOB=φ+α=∠AOE+∠MOE=∠AOM

又∠OCN=∠MAO，∴△OCN∽△MAO，于是[image: image417.png]AM _ A0
o CN



，

∴AM·CN=AO·CO

同理，AQ·CP=AO·CO。

[image: image1891.png]


【评注】

15．(96全国竞赛)⊙O1和⊙O2与ΔABC的三边所在直线都相切，E、F、G、H为切点，EG、FH的延长线交于P。[image: image1892.png]


求证：PA⊥BC。

【分析】

【评注】

16．(99全国竞赛)如图，在四边形ABCD中，对角线AC平分∠BAD。在CD上取一点E，BE与AC相交于F，延长DF交BC于G。求证：∠GAC=∠EAC。

[image: image1893.png]


[image: image1894.png]Ly

H



证明：连结BD交AC于H。对△BCD用塞瓦定理，可得[image: image418.png]CG BH DE

Lo BH DR

GB HD EC




因为AH是∠BAD的角平分线，由角平分线定理，

可得[image: image419.png]BH _AB
HD 4D



，故[image: image420.png]CG AB DE

Lo AR DR

GB AD EC



。

过C作AB的平行线交AG的延长线于I，过C作AD的平行线交AE的延长线于J。

则[image: image421.png]CG_CI DE_AD

GB ABEC CI



，

所以[image: image422.png]%E AD I



，从而CI=CJ。

又因为CI//AB，CJ//AD，故∠ACI=π-∠BAC=π-∠DAC=∠ACJ。

因此，△ACI≌△ACJ，从而∠IAC=∠JAC，即∠GAC=∠EAC。

[image: image1895.png]


已知AB=AD，BC=DC，AC与BD交于O，过O的任意两条直线EF和GH与四边形ABCD的四边交于E、F、G、H。连结GF、EH，分别交BD于M、N。求证：OM=ON。（5届CMO）

证明：作△EOH[image: image423.png]S(AC)



△E’OH‘，则只需证E’、M、H‘共线，即E’H‘、BO、GF三线共点。

记∠BOG=α，∠GOE’=β。连结E‘F交BO于K。只需证[image: image424.png]E'G BH' FK
GB HF KE



=1（Ceva逆定理）。

[image: image425.png]E'G BH' FK
GB HF KE



=[image: image426.png]Saops Saoww  Saom

Saoce SiomF Saoke



=[image: image427.png]OE'sinp OBsinc: OF

OBsino OFsnf OF




=1

注：筝形：一条对角线垂直平分另一条对角线的四边形。

[image: image1896.png]


对应于99联赛2：∠E’OB=∠FOB，且E‘H’、GF、BO三线共点。求证：∠GOB=∠H‘OB。

事实上，上述条件是充要条件，且M在OB延长线上时结论仍然成立。

[image: image1897.png]


证明方法为：同一法。

蝴蝶定理：P是⊙O的弦AB的中点，过P点引⊙O的两弦CD、EF，连结DE交AB于M，连结CF交AB于N。求证：MP=NP。

【分析】设GH为过P的直径，F[image: image428.png]S{GH)



F’F，显然‘∈⊙O。又P∈GH，∴PF’=PF。∵PF[image: image429.png]S{GH)



PF‘，PA[image: image430.png]S{GH)



PB，∴∠FPN=∠F’PM，PF=PF‘。

又FF’⊥GH，AN⊥GH，∴FF‘∥AB。∴∠F’PM+∠MDF‘=∠FPN+∠EDF’

=∠EFF‘+∠EDF’=180°，∴P、M、D、F‘四点共圆。∴∠PF’M=∠PDE=∠PFN。

∴△PFN≌△PF‘M，PN=PM。

【评注】一般结论为：已知半径为R的⊙O内一弦AB上的一点P，过P作两条相交弦CD、EF，连CF、ED交AB于M、N，已知OP=r，P到AB中点的距离为a，则[image: image431.png]11 Za
[P PN|T R




。（解析法证明：利用二次曲线系知识）

竞赛讲座07
 --面积问题和面积方法
基础知识

1．面积公式

由于平面上的凸多边形都可以分割成若干三角形，故在面积公式中最基本的是三角形的面积公式．它形式多样，应在不同场合下选择最佳形式使用．

设△
[image: image432.wmf]ABC

，
[image: image433.wmf]c

b

a

,

,

分别为角
[image: image434.wmf]C

B

A

,

,

的对边，
[image: image435.wmf]a

h

为
[image: image436.wmf]a

的高，
[image: image437.wmf]R

、
[image: image438.wmf]r

分别为△
[image: image439.wmf]ABC

外接圆、内切圆的半径，
[image: image440.wmf])

(

2

1

c

b

a

p

+

+

=

．则△
[image: image441.wmf]ABC

的面积有如下公式：

（1）
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D
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（2）
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（3）
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（4）
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（5）
[image: image446.wmf]R
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（6）
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（7）
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（8）
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（9）
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2．面积定理

（1）一个图形的面积等于它的各部分面积这和；

（2）两个全等形的面积相等；

（3）等底等高的三角形、平行四边形、梯形（梯形等底应理解为两底和相等）的面积相等；

（4）等底（或等高）的三角形、平行四边形、梯形的面积的比等于其所对应的高（或底）的比；

（5）两个相似三角形的面积的比等于相似比的平方；

（6）共边比例定理：若△
[image: image451.wmf]PAB

和△
[image: image452.wmf]QAB

的公共边
[image: image453.wmf]AB

所在直线与直线
[image: image454.wmf]PQ

交于
[image: image455.wmf]M

，则
[image: image456.wmf]QM

PM

S

S
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:

=

D
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；

（7）共角比例定理：在△
[image: image457.wmf]ABC

和△
[image: image458.wmf]C
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¢

¢

¢

中，若
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或
[image: image460.wmf]°
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3．张角定理：如图，由
[image: image462.wmf]P

点出发的三条射线
[image: image463.wmf]PC

PB

PA

,

,

，设
[image: image464.wmf]a
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Ð

APC

，
[image: image465.wmf]b
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Ð

CPB

，
[image: image466.wmf]°
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Ð
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b

a

APB

，则
[image: image467.wmf]C

B

A

,

,

三点共线的充要条件是：


[image: image468.wmf]PC
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例题分析

例1．梯形
[image: image469.wmf]ABCD

的对角线
[image: image470.wmf]BD

AC

,

相交于
[image: image471.wmf]O

，且
[image: image472.wmf]m

S

AOB

=

D

，
[image: image473.wmf]n

S

COD

=

D

，求
[image: image474.wmf]ABCD

S


例2．在凸五边形
[image: image475.wmf]ABCDE

中，设
[image: image476.wmf]1

=

=

=

=

=

D

D

D

D

D

EAB

DEA

CDE

BCD

ABC

S

S

S

S

S

，求此五边形的面积．

例3．
[image: image477.wmf]G

是△
[image: image478.wmf]ABC

内一点，连结
[image: image479.wmf]CG

BG

AG

,

,

并延长与
[image: image480.wmf]AB

CA

BC

,

,

分别交于
[image: image481.wmf]F

E

D

,

,

，△
[image: image482.wmf]AGF

、△
[image: image483.wmf]BGF

、△
[image: image484.wmf]BGD

的面积分别为40，30，35，求△
[image: image485.wmf]ABC

的面积．

例4．
[image: image486.wmf]R

Q

P

,

,

分别是△
[image: image487.wmf]ABC

的边
[image: image488.wmf]BC

AB

,

和
[image: image489.wmf]CA

上的点，且
[image: image490.wmf]1

=

=

=

=

RC

QR

PQ

BP

，求△
[image: image491.wmf]ABC

的面积的最大值． 

例5．过△
[image: image492.wmf]ABC

内一点引三边的平行线
[image: image493.wmf]DE

∥
[image: image494.wmf]BC

，
[image: image495.wmf]FG

∥
[image: image496.wmf]CA

，
[image: image497.wmf]HI

∥
[image: image498.wmf]AB

，点
[image: image499.wmf]I

H

G

F

E

D

,

,

,

,

,

都在△
[image: image500.wmf]ABC

的边上，
[image: image501.wmf]1

S

表示六边形
[image: image502.wmf]DGHEFI

的面积，
[image: image503.wmf]2

S

表示

· 
[image: image504.wmf]ABC

的面积．求证：
[image: image505.wmf]2
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．

例6．在直角△
[image: image506.wmf]ABC

中，
[image: image507.wmf]AD

是斜边
[image: image508.wmf]BC

上的高，过△
[image: image509.wmf]ABD

的内心与△
[image: image510.wmf]ACD

的内心的直线分别交边
[image: image511.wmf]AB

和
[image: image512.wmf]AC

于
[image: image513.wmf]K

和
[image: image514.wmf]L

，△
[image: image515.wmf]ABC

和△
[image: image516.wmf]AKL

的面积分别记为
[image: image517.wmf]S

和
[image: image518.wmf]T

．求证：
[image: image519.wmf]T
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．

例7．锐角三角形
[image: image520.wmf]ABC

中，角
[image: image521.wmf]A

等分线与三角形的外接圆交于一点
[image: image522.wmf]1

A

，点
[image: image523.wmf]1

B

、
[image: image524.wmf]1

C

与此类似，直线
[image: image525.wmf]1

AA

与
[image: image526.wmf]B

、
[image: image527.wmf]C

两角的外角平分线将于一点
[image: image528.wmf]0

A

，点
[image: image529.wmf]0

B

、
[image: image530.wmf]0

C

与此类似．求证：

（1）三角形
[image: image531.wmf]0
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B

A

的面积是六边形
[image: image532.wmf]1
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1

CB

BA
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的面积的二倍；

（2）三角形
[image: image533.wmf]0
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C
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A

的面积至少是三角形
[image: image534.wmf]ABC

的四倍．

例8．在△
[image: image535.wmf]ABC

中，
[image: image536.wmf]R

Q

P

,

,

将其周长三等分，且
[image: image537.wmf]Q

P

,

在边
[image: image538.wmf]AB

上，求证：
[image: image539.wmf]9
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．

例9．在锐角△
[image: image540.wmf]ABC

的边
[image: image541.wmf]BC

边上有两点
[image: image542.wmf]E

、
[image: image543.wmf]F

，满足
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，作
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，
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[image: image547.wmf]N
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,

是垂足），延长
[image: image548.wmf]AE

交△
[image: image549.wmf]ABC

的外接圆于点
[image: image550.wmf]D

，证明四边形
[image: image551.wmf]AMDN

与△
[image: image552.wmf]ABC

的面积相等．

三．面积的等积变换

等积变换是处理有关面积问题的重要方法之一，它的特点是利用间面积相等而进行相互转换证（解）题．

例10．凸六边形
[image: image553.wmf]ABCDEF

内接于⊙
[image: image554.wmf]O

，且
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，
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，求此六边形的面积．

例11．已知
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的三边
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，现在
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，在
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，在
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上截取
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，求证：
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例12．
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在
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例13．在
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的三边
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上分别取点
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，使
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相交得三角形
[image: image577.wmf]PQR

，已知三角形
[image: image578.wmf]ABC

的面积为13，求三角形
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的面积．

例14．
[image: image580.wmf]E

为圆内接四边形
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的
[image: image582.wmf]AB

边的中点，
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，求证：
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例15．已知边长为
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于
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点，求证：
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例16．正△
[image: image597.wmf]PQR
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例17．在正
[image: image607.wmf]ABC
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内任取一点
[image: image608.wmf]O

，设
[image: image609.wmf]O

点关于三边
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的对称点分别为
[image: image611.wmf]C

B

A

¢

¢

¢

,

,

，则
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例18．已知
[image: image614.wmf]CE
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,

是正六边形
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的两条对角线，点
[image: image616.wmf]N

M

,

分别内分
[image: image617.wmf]ACCE

，且使
[image: image618.wmf]k

CE

CN

AC

AM

=

=

，如果
[image: image619.wmf]N

M

B

,

,

三点共线，试求
[image: image620.wmf]k

的值．

例19．设在凸四边形
[image: image621.wmf]ABCD

中，直线
[image: image622.wmf]CD

以
[image: image623.wmf]AB

为直径的圆相切，求证：当且仅当
[image: image624.wmf]BC

∥
[image: image625.wmf]AD

时，直线
[image: image626.wmf]AB

与以
[image: image627.wmf]CD

为直径的圆相切．

训练题

1．设
[image: image628.wmf]ABC

D

的面积为10
[image: image629.wmf]2

cm

，
[image: image630.wmf]F

E

D

,

,

分别是
[image: image631.wmf]CA

BC

AB

,

,

边上的点，且
[image: image632.wmf],

3

,

2

cm

DB

cm

AD

=

=

若
[image: image633.wmf]DBEF

ABE

S

S

=

D

，求
[image: image634.wmf]ABE

D

的面积．

2．过
[image: image635.wmf]ABC

D

内一点作三条平行于三边的直线，这三条直线将
[image: image636.wmf]ABC

D

分成六部份，其中，三部份为三角形，其面积为
[image: image637.wmf]3

2

1

,

,

S

S

S

，求三角形
[image: image638.wmf]ABC

D

的面积．

3．在
[image: image639.wmf]ABC

D

的三边
[image: image640.wmf]CA

BC

AB

,

,

上分别取不与端点重合的三点
[image: image641.wmf]L

K

M

,

,

，求证：
[image: image642.wmf]AML

D

，
[image: image643.wmf]CLK

BKM

D

D

,

中至少有一个的面积不大于
[image: image644.wmf]ABC

D

的面积的
[image: image645.wmf]4

1

．

4．锐角
[image: image646.wmf]ABC

D

的顶角
[image: image647.wmf]A

的平分线交
[image: image648.wmf]BC

边于
[image: image649.wmf]L

，又交三角形的外接圆于
[image: image650.wmf]N

，过
[image: image651.wmf]L

作
[image: image652.wmf]AB

和
[image: image653.wmf]AC

边的垂线
[image: image654.wmf]LK

和
[image: image655.wmf]LM

,垂足是
[image: image656.wmf]M

K

,

，求证：四边形
[image: image657.wmf]AKNM

的面积等于
[image: image658.wmf]ABC

D

的 面积．

5．在等腰直角三角形
[image: image659.wmf]ABC

的斜边
[image: image660.wmf]BC

上取一点
[image: image661.wmf]D

，使
[image: image662.wmf]BC

DC

3

1

=

，作
[image: image663.wmf]AD

BE

^

交
[image: image664.wmf]AC

于
[image: image665.wmf]E

，求证：
[image: image666.wmf]EC

AE

=

．

6．三条直线
[image: image667.wmf]n

m

l

,

,

互相平行，
[image: image668.wmf]n

l

,

在
[image: image669.wmf]m

的两侧，且
[image: image670.wmf]m

l

,

间的距离为
[image: image671.wmf]2

，
[image: image672.wmf]n

m

,

间的距离为1，若正
[image: image673.wmf]ABC

D

的三个顶点分别在
[image: image674.wmf]n

m

l

,

,

上，求正
[image: image675.wmf]ABC

D

的边长．

7．已知
[image: image676.wmf]3

2

1

P

P

P

D

及其内任一点
[image: image677.wmf]P

，直线
[image: image678.wmf]P

P

i

分别交对边于
[image: image679.wmf]i

Q

（
[image: image680.wmf]3

,

2

,

1

=

i

），证明：在
[image: image681.wmf]3

3

2

2

1

1

,

,

PQ

P

P

PQ

P

P

PQ

P

P

这三个值中，至少有一个不大于2，并且至少有一个不小于2．

8．点
[image: image682.wmf]D

和
[image: image683.wmf]E

分别在
[image: image684.wmf]ABC

D

的边
[image: image685.wmf]AB

和
[image: image686.wmf]BC

上，点
[image: image687.wmf]K

和
[image: image688.wmf]M

将线段
[image: image689.wmf]DE

分为三等分，直线
[image: image690.wmf]BK

和
[image: image691.wmf]BM

分别与边
[image: image692.wmf]AC

相交于点
[image: image693.wmf]T

和
[image: image694.wmf]P

，证明：
[image: image695.wmf]AC

TP

3

1

£

．

9．已知P是
[image: image696.wmf]ABC

D

内一点，延长
[image: image697.wmf]CP

BP

AP

,

,

分别交对边于
[image: image698.wmf]C

B

A
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,

,

，其中
[image: image699.wmf]x

AP

=

，
[image: image700.wmf]w

C

P

B

P
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P

z
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y

BP
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=
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=

=
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,

，且
[image: image701.wmf]3

,

23

=
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w
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y

x

，求
[image: image702.wmf]xyz

之值．

10．过点P作四条射线与直线
[image: image703.wmf]l

l

¢

,

分别交于
[image: image704.wmf]D

C

B

A
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,

,

和
[image: image705.wmf]D
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B

A
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,

，求证：


[image: image706.wmf]C
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11．四边形
[image: image707.wmf]ABCD

的两对对边的延长线分别交
[image: image708.wmf]L

K

,

，过
[image: image709.wmf]L

K

,

作直线与对角线
[image: image710.wmf]BD

AC

,

的延长线分别
[image: image711.wmf]F

G

,

，求证：
[image: image712.wmf]KG

LG

KF

LF

=

．

12．
[image: image713.wmf]G

为
[image: image714.wmf]ABC

D

的重心，过
[image: image715.wmf]G

作直线交
[image: image716.wmf]AC

AB

,

于
[image: image717.wmf]F

E

,

，求证：
[image: image718.wmf]GF

EG

2

£

．
竞赛专题讲座08

－几何变换
【竞赛知识点拨】
一、 平移变换
1．　 定义 设[image: image719.png]


是一条给定的有向线段，T是平面上的一个变换，它把平面图形F上任一点X变到X‘，使得[image: image720.png]


=[image: image721.png]


，则T叫做沿有向线段[image: image722.png]


的平移变换。记为X[image: image723.png]


X’，图形F[image: image724.png]


F‘ 。

2．　 主要性质 在平移变换下，对应线段平行且相等，直线变为直线，三角形变为三角形，圆变为圆。两对应点连线段与给定的有向线段平行（共线）且相等。

二、 轴对称变换
1．　 定义 设l是一条给定的直线，S是平面上的一个变换，它把平面图形F上任一点X变到X’，使得X与X‘关于直线l对称，则S叫做以l为对称轴的轴对称变换。记为X[image: image725.png]Sl



X’，图形F[image: image726.png]Sl



F‘ 。

2．　 主要性质 在轴对称变换下，对应线段相等，对应直线（段）或者平行，或者交于对称轴，且这两条直线的夹角被对称轴平分。

三、 旋转变换
1．　 定义 设α是一个定角，O是一个定点，R是平面上的一个变换，它把点O仍变到O（不动点），而把平面图形F上任一点X变到X’，使得OX‘=OX，且∠XOX’=α，则R叫做绕中心O，旋转角为α的旋转变换。记为X[image: image727.png]


X‘，图形F[image: image728.png]


F’ 。

其中α<0时，表示∠XOX‘的始边OX到终边OX’的旋转方向为顺时针方向；α>0时，为逆时针方向。

2． 主要性质 在旋转变换下，对应线段相等，对应直线的夹角等于旋转角。

四、 位似变换
1．　 定义 设O是一个定点，H是平面上的一个变换，它把平面图形F上任一点X变到X‘，使得[image: image729.png]


 =k·[image: image730.png]


，则H叫做以O为位似中心，k为位似比的位似变换。记为X[image: image731.png]H{0k)



X’，图形F[image: image732.png]H{0k)



F‘ 。

其中k>0时，X’在射线OX上，此时的位似变换叫做外位似；k<0时, X‘在射线OX的反向延长线上，此时的位似变换叫做内位似。

2．　 主要性质 在位似变换下，一对位似对应点与位似中心共线；一条线上的点变到一条线上，且保持顺序，即共线点变为共线点，共点线变为共点线；对应线段的比等于位似比的绝对值，对应图形面积的比等于位似比的平方；不经过位似中心的对应线段平行，即一直线变为与它平行的直线；任何两条直线的平行、相交位置关系保持不变；圆变为圆，且两圆心为对应点；两对应圆相切时切点为位似中心。

【竞赛例题剖析】
【例1】P是平行四边形ABCD内一点，且∠PAB=∠PCB。

求证：∠PBA=∠PDA。

[image: image1898.png]


【分析】作变换△ABP[image: image733.png]


△DCP’，

则△ABP≌△DCP‘，∠1=∠5，∠3=∠6。由PP’[image: image734.png]


AD[image: image735.png]


BC，ADPP‘、PP’CB都是平行四边形，知∠2=∠8，∠4=∠7。由已知∠1=∠2，得∠5=∠8。

∴P、D、P‘、C四点共圆。故∠6=∠7，即∠3=∠4。

【例2】“风平三角形”中，AA’=BB‘=CC’=2，∠AOB‘=∠BOC’=60°。

[image: image736.png]


求证：Ｓ△AOB‘+Ｓ△BOC’+Ｓ△COA‘<[image: image737.png]


。

【分析】作变换△A’OC[image: image738.png]


△AQR‘，△BOC’[image: image739.png]


△B‘PR’‘，则R’、R‘’重合，记为R。P、R、Q共线，O、A、Q共线，O、B‘、P共线，△OPQ为等边三角形。

∴Ｓ△AOB’+Ｓ△BOC‘+Ｓ△COA’<Ｓ△OPQ=[image: image740.png]



【例3】[image: image741.png]


在两条对角线长度以及夹角一定的所有凸四边形中，试求周长最小的四边形。

【分析】取AC、BD的中点E、F，令AC[image: image742.png]


A‘C’，则A‘BC’D是一个符合条件的平行四边形。延长AF、CC‘交于G。

∵E是AC的中点且EF∥CC’，FC‘∥EC，∴F、C’分别为AG、CG的中点。

∴AD+BC=BG+BC≥2BC‘=A’D+BC‘。

同理可得AB+DC≥A’B+DC‘。

故当四边形为平行四边形时，周长最小。

【评注】当已知条件分散，尤其是相等的条件分散，而又不容易找出证明途径，或题目中有平行条件时，将图形的某一部分施行平移变换，常常十分凑效。

【例4】[image: image743.png]


P是⊙O的弦AB的中点，过P点引⊙O的两弦CD、EF，连结DE交AB于M，连结CF交AB于N。求证：MP=NP。（蝴蝶定理）

【分析】设GH为过P的直径，F[image: image744.png]S{GH)



F’F，显然‘∈⊙O。又P∈GH，∴PF’=PF。∵PF[image: image745.png]S{GH)



PF‘，PA[image: image746.png]S{GH)



PB，∴∠FPN=∠F’PM，PF=PF‘。

又FF’⊥GH，AN⊥GH，∴FF‘∥AB。∴∠F’PM+∠MDF‘=∠FPN+∠EDF’

=∠EFF‘+∠EDF’=180°，∴P、M、D、F‘四点共圆。∴∠PF’M=∠PDE=∠PFN。

∴△PFN≌△PF‘M，PN=PM。

【评注】一般结论为：已知半径为R的⊙O内一弦AB上的一点P，过P作两条相交弦CD、EF，连CF、ED交AB于M、N，已知OP=r，P到AB中点的距离为a，则[image: image747.png]11 Za
[P PN|T R




。（解析法证明：利用二次曲线系知识）

【例5】⊙O是给定锐角∠ACB内一个定圆，试在⊙O及射线CA、CB上各求一点P、Q、R，使得△PQR的周长为最小。

[image: image748.png]



【分析】在圆O上任取一点P0，令P0[image: image749.png]S{CA)



P1，P0[image: image750.png]S(CB)



P2，连结P1P2分别交CA、CB于Q1、R1。显然△P0Q1R1是在取定P0的情况下周长最小的三角形。

设P0P1交CA于E，P0P2交CB于F，则P0Q1 +Q1R1 +R1P0= P1P2=2EF。

∵E、C、F、P0四点共圆，CP0是该圆直径，由正弦定理，EF=CP0sin∠ECF。

∴当CP0取最小值时，EF为最小，从而△P0Q1R1的周长为最小，于是有作法：

连结OC，交圆周于P，令P[image: image751.png]S{CA)



P1，P[image: image752.png]S(CB)



P2，连结P1P2分别交CA、CB于Q、R。则P、Q、R为所求。

【例6】[image: image753.png]_

[9)=0)




△ABC中，∠A≥90°，AD⊥BC于D，△PQR是它的任一内接三角形。求证：PQ+QR+RP>2AD。

【分析】设P[image: image754.png]S{AB)



P’，P[image: image755.png]SLAC)



P‘’。则RP=RP‘，PQ=P’‘Q，AP=AP’=AP‘’。

∴PQ+QR+RP= P‘’Q+QR+RP‘。

又∠A≥90°，∴∠P’AP+∠P‘’AP=2∠A≥180°，A点在线段P‘P’‘上或在凸四边形P’RQP‘’的内部。∴P‘’Q+QR+RP‘>AP’+AP‘’=2AP>2AD。

∴PQ+QR+RP>2AD。

【评注】如果题设中有角平分线、垂线，或图形是等腰三角形、圆等轴对称图形，可以将图形或其部分进行轴对称变换。此外，也可以适当选择对称轴将一些线段的位置变更，以便于比较它们之间的大小。

【例7】[image: image756.png]B7



以△ABC的边AB、AC为斜边分别向外作等腰直角三角形APB、AQC，M是BC的中点。求证：MP=MQ，MP⊥MQ。

【分析】延长BP到E，使PE=BP，延长CQ到F， 使QF=CQ，则△BAE、△CAF都是等腰三角形。

显然：E[image: image757.png]R{AIH)



B，C[image: image758.png]R{AIH)



F，∴EC=BF，EC⊥BF。

而PM[image: image759.png]


EC，MQ[image: image760.png]


BF，∴MP=MQ，MP⊥MQ。

【例8】[image: image761.png]


已知O是△ABC内一点，∠AOB=∠BOC=∠COA=120°；P是△ABC内任一点，求证：PA+PB+PC≥OA+OB+OC。（O为费马点）

【分析】将C[image: image762.png]


C‘，O[image: image763.png]


O’， P[image: image764.png]


P‘，连结OO’、PP‘。则△B OO’、△B PP‘都是正三角形。

∴OO’=OB，PP‘ =PB。显然△BO’C‘≌△BOC，△BP’C‘≌△BPC。

由于∠BO’C‘=∠BOC=120°=180°-∠BO’O，∴A、O、O‘、C’四点共线。

∴AP+PP‘+P’C‘≥AC’=AO+OO‘+O’C‘，即PA+PB+PC≥OA+OB+OC。

【例9】⊙O与△ABC的三边BC、CA、AB分别交于点A1、A2、B1、B2、C1、C2，过上述六点分别作所在边的垂线a1、a2、b1、b2、，设a1、b2、c1三线相交于一点D。求证：a2、b1、c2三线也相交于一点。

[image: image1899.png].A g
£



【分析】∵a1、a2关于圆心O成中心对称，

∴a1[image: image765.png]180)



a2。

同理，b1[image: image766.png]180)



b2，c1[image: image767.png]180)



c2。

∴a1、b2、c1的公共点D在变换R（O，180°）下的像D’也是像a2、b1、c2的公共点，即a2、b1、c2三线也相交于一点。

【例10】AD是△ABC的外接圆O的直径，过D作⊙O的切线交BC于P，连结并延长PO分别交AB、AC于M、N。求证：OM=ON。

[image: image768.png]



【分析】设O[image: image769.png]


O‘，N[image: image770.png]


N’，而M[image: image771.png]


B，

∵M、O、N三点共线，∴B、O‘、N’三点共线，且[image: image772.png]OB_ON
oM ON



。

取BC中点G，连结OG、O‘G、DG、DB。

∵∠OGP=∠ODP=90°，∴P、D、G、O四点共圆。

∴∠ODG=∠OPG，而由MN∥BN’有∠OPG=∠O‘BG，

∴∠ODG=∠O’BG，∴O‘、B、D、G四点共圆。

∴∠O’GB=∠O‘DB。而∠O’DB=∠ACB，∴∠O‘GB=∠ACB，O’G∥AC，

而G是BC的中点，∴O‘是BN’的中点，O‘B= O’ N‘，

∴OM=ON。

竞赛讲座09
     －圆
基础知识
如果没有圆，平面几何将黯然失色．
圆是一种特殊的几何图形，应当掌握圆的基本性质，垂线定理，直线与圆的位置关系，和圆有关的角，切线长定理，圆幂定理，圆和圆的位置关系，多边形与圆的位置关系．
圆的几何问题不是独立的，它与直线形结合起来，将构成许多丰富多彩的、漂亮的几何问题，“三角形的心”，“几何著名的几何定理”，“共圆、共线、共点”，“直线形” 将构成圆的综合问题的基础．
本部分着重研究下面几个问题：
1．角的相等及其和、差、倍、分；
2．线段的相等及其和、差、倍、分；
3．二直线的平行、垂直；
4．线段的比例式或等积式；
5．直线与圆相切；
6．竞赛数学中几何命题的等价性．
命题分析
例1．已知
[image: image773.wmf]A

为平面上两个半径不等的⊙
[image: image774.wmf]1

O

和⊙
[image: image775.wmf]2

O

的一个交点，两圆的外公切线分别为
[image: image776.wmf]2
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分别为
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的中点，求证：
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例2．证明：唯一存在三边长为连续整数且有一个角为另一个角的两倍的三角形．
例3．延长
[image: image782.wmf]AB

至
[image: image783.wmf]D

，以
[image: image784.wmf]AD

为直径作半圆，圆心为
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，
[image: image786.wmf]G

是半圆上一点，
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为锐角．
[image: image788.wmf]E

在线段
[image: image789.wmf]BH

上，
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在半圆上，
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∥
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，且
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．求证：
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例4．求证：若一个圆外切四边形有两条对边相等，则圆心到另外两边的距离相等．
例5．设
[image: image797.wmf]A
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是△
[image: image798.wmf]ABC

中最小的内角，点
[image: image799.wmf]B

和
[image: image800.wmf]C

将这个三角形的外接圆分成两段弧，
[image: image801.wmf]U

是落在不含
[image: image802.wmf]A

的那段弧上且不等于
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与
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的一个点，线段
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和
[image: image806.wmf]AC

的垂直平分线分别交线段
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于
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和
[image: image809.wmf]W

，直线
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和
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相交于
[image: image812.wmf]T

．证明：
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例6．菱形
[image: image814.wmf]ABCD

的内切圆
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与各边分别切于
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与
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上分别作⊙
[image: image819.wmf]O

切线交
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于
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，交
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于
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，交
[image: image824.wmf]CD

于
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，交
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于
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，求证：
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∥
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．
例7．⊙
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和⊙
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与△
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的三边所在直线都相切，
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为切点，并且
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的延长线交于点
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．求证：直线
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与
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垂直．
例8．在圆中，两条弦
[image: image838.wmf]CD
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相交于
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点，
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为弦
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上严格在
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、
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之间的点．过
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E

D

,

,

的圆在
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点的切线分别交直线
[image: image846.wmf]BC

、
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于
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．已知
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例9．设点
[image: image852.wmf]D

和
[image: image853.wmf]E

是△
[image: image854.wmf]ABC

的边
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上的两点，使得
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．又设
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和
[image: image858.wmf]N

分别是△
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、△
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的内切圆与
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的切点．求证：
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例10．设△
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满足
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，过
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作△
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外接圆
[image: image868.wmf]W

的切线，交直线
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于
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，设
[image: image871.wmf]A

关于直线
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的对称点为
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，由
[image: image874.wmf]A

到
[image: image875.wmf]BE

所作垂线的垂足为
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，
[image: image877.wmf]AX

的中点为
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，
[image: image879.wmf]BY

交
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于
[image: image881.wmf]Z

点，证明直线
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为△
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外接圆的切线．
例11．两个圆
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G

和
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被包含在圆
[image: image886.wmf]G

内，且分别现圆
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相切于两个不同的点
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和
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．
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经过
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的圆心．经过
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和
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的两个交点的直线与
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相交于点
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和
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，直线
[image: image897.wmf]MA

和直线
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分别与
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相交于点
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和
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．求证：
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与
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例12．已知两个半径不相等的⊙
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和⊙
[image: image905.wmf]2
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相交于
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、
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两点，且⊙
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分别与⊙
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内切于
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、
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两点．求证：
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的充要条件是
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、
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、
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三点共线．
例13．在凸四边形
[image: image917.wmf]ABCD

中，
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与
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不平行，⊙
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过
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、
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且与边
[image: image923.wmf]CD

相切于点
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，⊙
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过
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、
[image: image927.wmf]D

且与边
[image: image928.wmf]AB

相切于点
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．⊙
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和⊙
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相交于
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、
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，求证：
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平分线段
[image: image935.wmf]PQ

的充要条件是
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∥
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例14．设凸四边形
[image: image938.wmf]ABCD

的两条对角线
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与
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互相垂直，且两对边
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与
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不平行．点
[image: image943.wmf]P

为线段
[image: image944.wmf]AB

与
[image: image945.wmf]CD

的垂直平分线的交点，且在四边形的内部．求证：
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、
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、
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训练题
1．△
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内接于⊙
[image: image952.wmf]O
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两点⊙
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的切线交于
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，
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为
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的中点，求证：（1）
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2．已知
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分别是△
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外接圆上不包含
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的弧
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分别和
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两点，
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、
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两点，
[image: image976.wmf]AB

分别和
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两点．求证：
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3．以△
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的边
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为直径作半圆，与
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、
[image: image986.wmf]CA

分别　交于点
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和
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，过
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作
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的垂线，垂足分别为
[image: image992.wmf]F

、
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．线段
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、
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交于点
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．求证：
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4．在△
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中，已知
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内的旁切圆与
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相切于
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，
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内的旁切圆与
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相切于
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，过
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和
[image: image1006.wmf]BC

的中点
[image: image1007.wmf]M

和
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作一直线，求证：直线
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平分△
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的周长，且与
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5．在△
[image: image1012.wmf]ABC

中，已知，过该三角形的内心
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作直线平行于
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交
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于
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6．半圆圆心为
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，直径为
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，一直线交半圆于
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与△
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的外接圆除点
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外之另一交点．求证：
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7．已知，
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是锐角△
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的边
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9．设
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是△
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上的一个内点，
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和
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的垂足，
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是直径为
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是圆的弦，
[image: image1065.wmf]M

是
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的中点，过
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为△
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的垂心，
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为该三角形外接圆上的一点，
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是高
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的垂足，并设
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与
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12．在△
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竞赛讲座10

  --抽屉原则

大家知道，两个抽屉要放置三只苹果，那么一定有两只苹果放在同一个抽屉里，更一般地说，只要被放置的苹果数比抽屉数目大，就一定会有两只或更多只的苹果放进同一个抽屉，可不要小看这一简单事实，它包含着一个重要而又十分基本的原则——抽屉原则.

1．  抽屉原则有几种最常见的形式

原则1 如果把n+k(k≥1)个物体放进n只抽屉里，则至少有一只抽屉要放进两个或更多个物体：

原则本身十分浅显，为了加深对它的认识，我们还是运用反证法给予证明；如果每个抽屉至多只能放进一个物体，那么物体的总数至多是n，而不是题设的n+k(k≥1)，这不可能.

原则虽简单.巧妙地运用原则却可十分便利地解决一些看上去相当复杂、甚至感到无从下手的总是，比如说，我们可以断言在我国至少有两个人出生的时间相差不超过4秒钟，这是个惊人的结论，该是经过很多人的艰苦劳动，统计所得的吧！不，只须我们稍动手算一下：

不妨假设人的寿命不超过4万天（约110岁，超过这个年龄数的人为数甚少），则
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10亿人口安排在8亿6千4百万个“抽屉”里，根据原则1，即知结论成立.

下面我们再举一个例子：
例1  幼儿园买来了不少白兔、熊猫、长颈鹿塑料玩具，每个小朋友任意选择两件，那么不管怎样挑选，在任意七个小朋友中总有两个彼此选的玩具都相同，试说明道理.

解 从三种玩具中挑选两件，搭配方式只能是下面六种：

（兔、兔），（兔、熊猫），（兔、长颈鹿），（熊猫、熊猫），（熊猫、长颈鹿），（长颈鹿、长颈鹿）

把每种搭配方式看作一个抽屉，把7个小朋友看作物体，那么根据原则1，至少有两个物体要放进同一个抽屉里，也就是说，至少两人挑选玩具采用同一搭配方式，选的玩具相同.

原则2 如果把mn+k(k≥1)个物体放进n个抽屉，则至少有一个抽屉至多放进m+1个物体.证明同原则相仿.若每个抽屉至多放进m个物体,那么n个抽屉至多放进mn个物体,与题设不符，故不可能.

原则1可看作原则2的物例（m=1）

例2正方体各面上涂上红色或蓝色的油漆（每面只涂一种色），证明正方体一定有三个面颜色相同.
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证明把两种颜色当作两个抽屉，把正方体六个面当作物体，那么6=2×2+2，根据原则二，至少有三个面涂上相同的颜色.

例3 把1到10的自然数摆成一个圆圈，证明一定存在在个相邻的数，它们的和数大于17.

证明 如图12-1，设a1，a2，a3，…，a9，a10分别代表不超过10的十个自然数，它们围成一个圈，三个相邻的数的组成是（a1，a2，a3），（a2，a3，a4），（a3，a4，a5），…,（a9，a10，a1）,（a10，a1，a2）共十组.现把它们看作十个抽屉，每个抽屉的物体数是a1+a2+a3，a2+a3+a4，a3+a4+a5，…a9+a10+a1，a10+a1+a2,由于

（a1+a2+a3）+（a2+a3+a4）+…+（a9+a10+a1）+（a10+a1+a2）

=3(a1+a2+…+a9+a10)

=3×(1+2+…+9+10)
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根据原则2,至少有一个括号内的三数和不少于17,即至少有三个相邻的数的和不小于17.

原则1、原则2可归结到期更一般形式：
原则3把m1+m2+…+mn+k(k≥1)个物体放入n个抽屉里，那么或在第一个抽屉里至少放入m1+1个物体，或在第二个抽屉里至少放入m2+1个物体，……，或在第n个抽屉里至少放入mn+1个物体.

证明假定第一个抽屉放入物体的数不超过m1个，第二个抽屉放入物体的数不超过m2个，……，第n个抽屉放入物体的个数不超过mn，那么放入所有抽屉的物体总数不超过m1+m2+…+mn个，与题设矛盾.

例4 有红袜2双，白袜3双，黑袜4双，黄袜5双，蓝袜6双（每双袜子包装在一起）若取出9双，证明其中必有黑袜或黄袜2双.

证明 除可能取出红袜、白袜3双外.还至少从其它三种颜色的袜子里取出4双，根据原理3，必在黑袜或黄袜、蓝袜里取2双.

上面数例论证的似乎都是“存在”、“总有”、“至少有”的问题，不错，这正是抽屉原则的主要作用.需要说明的是，运用抽屉原则只是肯定了“存在”、“总有”、“至少有”，却不能确切地指出哪个抽屉里存在多少.

2．  制造抽屉是运用原则的一大关键

首先要指出的是，对于同一问题，常可依据情况，从不同角度设计抽屉，从而导致不同的制造抽屉的方式.

例5 在边长为1的正方形内，任意给定13个点，试证：其中必有4个点，以此4点为顶点的四边开面积不超过[image: image1096.png]ENE



（假定四点在一直线上构成面积为零的四边形）.

证明如图12-2把正方形分成四个相同的小正方形.

因13=3×4+1，根据原则2，总有4点落在同一个小正方形内（或边界上），以此4点为顶点的四边形的面积不超过小正方形的面积，也就不超过整个正方形面积的[image: image1097.png]ENE



.
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事实上，由于解决问题的核心在于将正方形分割成四个面积相等的部分，所以还可以把正方形按图12-3（此处无图）所示的形式分割.

合理地制造抽屉必须建立在充分考虑问题自身特点的基础上.

例6 在一条笔直的马路旁种树，从起点起，每隔一米种一棵树，如果把三块“爱护树木”的小牌分别挂在三棵树上，那么不管怎样挂，至少有两棵挂牌的树之间的距离是偶数（以米为单位），这是为什么？

解如图12-4（设挂牌的三棵树依次为A、B、C.AB=a，BC=b，若a、b中有一为偶数，命题得证.否则a、b均为奇数，则AC=a+b为偶数，命题得证.

下面我们换一个角度考虑：给每棵树上编上号，于是两棵树之间的距离就是号码差，由于树的号码只能为奇数和偶数两类，那么挂牌的三棵树号码至少有两个同为奇数或偶数，它们的差必为偶数，问题得证.

后一证明十分巧妙，通过编号码，将两树间距离转化为号码差.这种转化的思想方法是一种非常重要的数学方法
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例7 从自然数1，2，3，…99，100这100个数中随意取出51个数来，求证：其中一定有两个数，，它们中的一个是另一个的倍数.

分析设法制造抽屉：（1）不超过50个；（2）每个抽屉的里的数（除仅有的一个外），其中一个数是另一个数的倍数，一个自然数的想法是从数的质因数表示形式入手.

解设第一个抽屉里放进数：1，1×2，1×22，1×23，1×24，1×25，1×26；

第二个抽屉时放进数：3，3×2，3×22，3×23，3×24，3×25；

第三个抽屉里放进数：5，5×2，5×22，5×23，5×24；

………………

第二十五个抽屉里放进数：49，49×2；

第二十六个抽屉里放进数：51.

………………

第五十个抽屉里放进数：99.

那么随意取出51个数中，必有两个数同属一个抽屉，其中一个数是另一个数的倍数.

制造抽屉并非总是一帆风顺的，有时要边制造边调整、改进.

例8 任意给定7个不同的自然数，求证其中必有两个整数，其和或差是10的倍数.

分析注意到这些数队以10的余数即个位数字，以0，1，…，9为标准制造10个抽屉，标以[0]，[1]，…，[9].若有两数落入同一抽屉，其差是10的倍数，只是仅有7个自然数，似不便运用抽屉原则，再作调整：[6]，[7]，[8]，[9]四个抽屉分别与[4]，[3]，[2]，[1]合并，则可保证至少有一个抽屉里有两个数，它们的和或差是10的倍数.

3．  较复杂的问题须反复地运用抽屉原则，将复杂问题转化为简单问题.

例9以（x，y，z）表示三元有序整数组，其中x、y、z为整数，试证：在任意七个三元整数组中，至少有两个三元数组，它们的x、y、z元中有两对都是奇数或都是偶数.

分析 设七个三元素组为A1（x1，y1，z1）、A2（x2，y2，z2）、…、A7（x7，y7，z7）.现在逐步探索，从x元开始，由抽屉原则，x1，x2，…，x7这七个数中，必定有四个数具有相同的奇偶性，不妨设这四个数是x1，x2，x3，x4且为偶数，接着集中考虑A1、A2、A3、A4这四组数的y元，若比如y1，y2，y3，y4中有两个是偶数，则问题已证，否则至多有一个是偶数，比如y4是偶数，这时我们再来集中考虑A1、A2、A3的z元.在z1，z2，z3中，由抽屉原则必有两个数具有相同的奇偶性，如z1、z2，这时无论它们是奇数，还是偶数，问题都已得到证明.

下面介绍一个著名问题.

例10 任选6人，试证其中必有3人，他们互相认识或都不认识.

分析 用A、B、C、D、E、F表示这6个人，首先以A为中心考虑，他与另外五个人B、C、D、E、F只有两种可能的关系：认识或不认识，那么由抽屉原则，他必定与其中某三人认识或不认识，现不妨设A认识B、C、D三人，当B、C、D三人都互不认识时，问题得证；当B、C、D三人中有两人认识，如B、C认识时，则A、B、C互相认识，问题也得证.

本例和上例都采用了舍去保留、化繁为简、逐步缩小考虑范围的方法.

例11a，b，c，d为四个任意给定的整数，求证：以下六个差数

b-a，c-a，d-a，c-b，d-b，d-c的乘积一定可以被12整除.

证明  把这6个差数的乘积记为p，我们必须且只须证明：3与4都可以整除p，以下分两步进行.

第一步，把a，b，c，d按以3为除数的余数来分类，这样的类只有三个，故知a，b，c，d中至少有2个除以3的余数相同，例如，不妨设为a，b，这时3可整除b-a，从而3可整除p.

第二步，再把a，b，c，d按以4为除数的余数来分类，这种类至多只有四个，如果a，b，c，d中有二数除以4的余数相同，那么与第一步类似，我们立即可作出4可整除p的结论.

设a，b，c，d四数除以4的余数不同，由此推知，a，b，c，d之中必有二个奇数（不妨设为a，b），也必有二个偶数（设为c，d），这时b-a为偶数，d-c也是偶数，故4可整除(b-a)(d-c)，自然也可得出4可整除p.

如果能进一步灵活运用原则，不仅制造抽屉，还根据问题的特征，制造出放进抽屉的物体，则更可收到意想不到的效果.

例12 求证：从任意n个自然数a1，a2，…，an中可以找到若干个数，使它们的和是n的倍数.

分析以0，1，…，n-1即被n除的余数分类制造抽屉的合理的，但把什么样的数作为抽屉里的物体呢？扣住“和”，构造下列和数：

S1=a1,

S2=a1+a2,

S=a1+a2+a3,

…………

Sn=a1+a2+…+an，

其中任意两个和数之差仍为和数，若他们之中有一是n的倍数，问题得证，否则至少有两个数被n除余数相同，则它们的差即它们中若干数（包括1个）的和是n的倍数，问题同样得证.

例子3（北京1990年高一竞赛）910瓶红、蓝墨水，排成130行，每行7瓶，证明：不论怎样排列，红蓝墨水瓶的颜色次序必定出现下述两种情况之一种：

（1）至少有三行完全相同；

（2）至少有两组（四行）每组的两行完全相同.

解910瓶红、蓝墨水排成130行，每行7瓶，对一行来说，每个位置上有红蓝两种可能，因此，一行的红、蓝墨水排法有27=128种，对每一种不同排法设为一种“行式”，共有128种行式.

现有130行，在其中任取129行，依抽屉原则知，必有两行A、B行式相同.

除A、B外余下128行，若有一行P与A行式相同，知满足（1）至少有三行A、B、P完全相同，若在这128行中设直一行5A行或相同，那么这128行至多有127种行式，依抽屉原则，必有两行C、D具有相同行式，这样便找到了（A、B），（C、D）两组（四行），且两组两行完全相同.

练习十二

1．  一个篮球运动员在15分钟内将球投进篮圈20次，证明总有某一分钟他至少投进两次.

2．  有黑、白、黄筷子各8只，不用眼睛看，任意地取出筷子来，使得至少有两双筷子不同色，那么至少要取出多少只筷子才能做到？

3．  证明：在1，2，3，…，10这十个数中任取六个数，那么这六个数中总可以找到两个数，其中一个是另一个的倍数.

4．  证明：任意502个整数中，必有两个整数的和或差是998的倍数.

5．  任意写一个由数字1，2，3组成的30位数，从这30位数任意截取相邻三位，可得一个三位数，证明：在从各个不同位置上截得的三位数中至少有两个相等.

6．  证明：把任意10个自然数用适当的运算符号连接起来，运算的结果总能被1890整除.

7．  七条直线两两相交，所得的角中至少有一个角小于26°.

8．  用2种颜色涂3行9列共27个小方格，证明：不论如何涂色，其中必至少有两列，它们的涂色方式相同.

9．  用2种颜色涂5×5共25个小方格，证明：必有一个四角同色的矩形出现.

10．              求证存在形如11…11的一个数，此数是1987的倍数.

 

练习十二

1．15分钟里在每一分钟看作一个抽屉，20次投篮看作20个物体，根据原理一即得.

2.至少要取１１只筷子．因为１１只筷子中必有一双筷子同色，不妨设它是黄色，则黑色或白色的筷子至少有３只，其中必有一双同色，即黑色或白色，故取１１只筷子足以保证成功．但少于１１只不行，如取１０只筷子，闵可能出现８只黄色，黑白各一只，不合要求．

３．将１０个数分成５组：（１，７），（２，６），（３，９），（４，８），（５，１０）．任取六个数必有两个落入同一组，而同组二数中一数是另一数的倍数．

４．每个整数被９９８除，余数必是０，１，２，…，９９７中的一个．把这９９８个余数制造为（０），（１，９９７），（２，９９６），…，（４９７，５０１），（４９８），（４９９），（５００）共５０１个抽屉，把５０２个整数按被９９８除的余数大小分别放入上述抽屉，必有两数进入同一抽屉．若余数相同，那么它们的差是９９８的倍数，否则和为９９８的倍数．

５．从各种位置上截得的三位数有２８个，但由１，２，３组成的不同三位数有３×３×３＝２７个，故有两个截得的三位数相同．

６．１８９０＝２×３×５×７×９．将１０个数记为ｘ１，ｘ２，…，ｘ９，ｘ１０．１０个数中至少有两个被９除余数相同，设为ｘ１，ｘ２则ｘ１－ｘ２可被９整除．同样剩下８个数中有两个数的差可被７整除，记为ｘ３－ｘ​４，剩下６个数中有两个数的差可被５整除，记为ｘ５－ｘ６，剩下４个数中有两个数的差可被３整除，记为ｘ７－ｘ８．剩下两数ｘ９，ｘ１０，若有一数为偶数，则ｘ９，ｘ１０可被２整除，否则ｘ９－ｘ１０可被２整除．故乘积（ｘ１－ｘ２）（ｘ３－ｘ４）（ｘ５－ｘ６）（ｘ７－ｘ８）ｘ９·ｘ１０与（ｘ１－ｘ２）（ｘ３－ｘ４）（ｘ５－ｘ６）（ｘ７－ｘ８）（ｘ９－ｘ１０）二者之一必可被１８９０整除．

７．任选一点Ｐ，过Ｐ点分别作各线的平行线，则它们把一周角分成１４个彼此相邻的角，其中至少有一个角小于２６°．

８．用两种颜色涂１×３的小方格共有８种方法．现有９列，由抽屉原则，必有两列涂法一样．

９．设两种颜色为红、蓝，考察第一行的涂色．必有三格同色，不妨设为红色，且在左边三列．现考察左边三列，若下面四行中某一行有两格同为红色，则出现四角同红色矩形，否则每行仅可能一格染红色，从而四行中必有二行左边三列中有两列同染蓝色，从而得到四角同为蓝色的矩形．

１０．考虑１，１１，…[image: image1101.png]i1
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共１９８７个数，其中必有一个是１９８７的倍数，否则必有两数被１９８７除余数相同，其差
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是１９８７的倍数．但１０ｉ与１９８７没有除１外的因数，故[image: image1103.png]


是１９８７倍数导致矛盾．
竞赛讲座12

 －覆盖

一个半径为1的单位圆显然是可以盖住一个半径为[image: image1104.png]


的圆的．反过来则不然，一个半径为[image: image1105.png]


的圆无法盖住单位圆．那么两个半径为[image: image1106.png]


的圆能否盖住呢？不妨动手实验一下，不行．为什么不行？需几个这样的小圆方能盖住大圆？……，这里我们讨论的就是覆盖问题，它是我们经常遇到的一类有趣而又困难的问题．

定义  设Ｇ和Ｆ是两个平面图形．如果图形Ｆ或由图形Ｆ经过有限次的平移、旋转、对称等变换扣得到的大小形状不变的图形Ｆ′上的每一点都在图形Ｇ上．我们就说图形Ｇ覆盖图形Ｆ；反之，如果图形Ｆ或Ｆ′上至少存在一点不在Ｇ上，我们就说图形Ｇ不能覆盖图形Ｆ．

关于图形覆盖，下述性质是十分明显的：

（１）   图形Ｇ覆盖自身；

（２）   图形Ｇ覆盖图形Ｅ，图形Ｅ覆盖图形Ｆ，则图形Ｇ覆盖图形Ｆ．

１．最简单情形――用一个圆覆盖一个图形．

首先根据覆盖和圆的定义及性质即可得到：

定理１  如果能在图形Ｆ所在平面上找到一点Ｏ，使得图形Ｆ中的每一点与Ｏ的距离都不大于定长ｒ，则Ｆ可被一半径为ｒ的圆所覆盖．

定理２  对于二定点Ａ、Ｂ及定角α若图形Ｆ中的每点都在ＡＢ同侧，且对Ａ、Ｂ视角不小于α，则图形Ｆ被以ＡＢ为弦，对ＡＢ视角等于α的弓形Ｇ所覆盖．

在用圆去覆盖图形的有关问题的研究中，上述二定理应用十分广泛．

例１ 求证：（１）周长为２ｌ的平行四边形能够被半径为[image: image1107.png]


的圆面所覆盖．

（２）桌面上放有一丝线做成的线圈，它的周长是２ｌ，不管线圈形状如何，都可以被个半径为[image: image1108.png]


的圆纸片所覆盖．

分析  （１）关键在于圆心位置，考虑到平行四边形是中心对称图形，可让覆盖圆圆心与平行四边形对角线交点叠合．

（２）＂曲＂化＂直＂．对比（１），应取均分线圈的二点连线段中点作为覆盖圆圆心．

证明  （１）如图４５－１，设ＡＢＣＤ的周长为２ｌ，ＢＤ≤ＡＣ，ＡＣ、ＢＤ交于Ｏ，Ｐ为周界上任意一点，不妨设在ＡＢ上，则

∠１≤∠２≤∠３，

有ＯＰ≤ＯＡ．

又ＡＣ＜ＡＢ＋ＢＣ＝ｌ，

故ＯＡ＜[image: image1109.png]


．

因此周长为２ｌ的平行四边形ＡＢＣＤ可被以Ｏ为圆心；半径为[image: image1110.png]


的圆所覆盖，命题得证．

[image: image1111.jpg]
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（2）如图45-2,在线圈上分别取点R，Q，使R、Q将线圈分成等长两段，每段各长l.又设RQ中点为G，M为线圈耻任意一点，连MR、MQ，则

[image: image1113.png]GMS%(MR+MQ) ﬁ%(MmR+MnQ) :%




因此，以G为圆心，[image: image1114.png]


长为半径的圆纸片可以覆盖住整个线圈．

例２△ABC的最大边长是ａ，则这个三角形可被一半径为[image: image1115.png]


的圆所覆盖．

分析  ａ为最大边，所对角A满足６０°≤A＜１８０°．

证明 不妨设BC＝ａ，以BC为弦，在A点所在一侧作含60°角的弓形弧（图４５－３）．因６０°≤A≤180°，故根据定理２，△ABC可被该弓形所覆盖．

由正弦定理，弓形相应半径ｒ＝[image: image1116.png]


，所以△ABC可被半径为[image: image1117.png]


的圆所覆

盖．

显然覆盖△ABC的圆有无穷多个，那么半径为[image: image1118.png]


的圆是否是最小的覆盖圆呢？事实并不

尽然．

[image: image1119.png]A
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例３ △ＡＢＣ的最大边BC等于ａ，试求出覆盖△ABC的最小圆．

解 分三种情形进行讨论：

（１）   ∠Ａ为钝角，以ＢＣ为直径作圆即可覆盖△ＡBC．

（２）   ∠Ａ是直角，同样以ＢＣ为直径作圆即可覆盖△ABC；

（３）∠Ａ是锐角．假若⊙O覆盖△ABC，我们可在⊙O内平移△ABC，使一个顶点B落到圆周上，再经过适当旋转，使另一个顶点落在圆周上，此时第三个顶点A在⊙O内或其圆周上，设BC所对圆周角为α，那么∠BAC≥α，设⊙O直径ｄ，△ABC外接圆直径ｄ０，那么

[image: image1120.png]BC BC
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所以对于锐角三角形ABC，最小覆盖圆是它的外接圆．

今后我们称覆盖图形F的圆中最小的一个为F的最小覆盖圆．最小覆盖圆的半径叫做图形F的覆盖半径．

综合例２、例３，即知△ABC中，若ａ为最大边，则△ABC的覆盖半径ｒ满足

[image: image1121.png]



２．一个图形Ｆ能否被覆盖，与图形中任意两点间的距离最大值ｄ密切相关．

以下我们称图形Ｆ中任意两点间的距离最大值ｄ为图形Ｆ的直径．

我们继续研究多个圆覆盖一个图形问题．

定义  对于图形Ｇ１，Ｇ２，…，Ｇｎ，若图形Ｆ中的每一点都被这组图形中的某个所覆盖，则称这几个图形覆盖图形Ｆ．

图形Ｇ１，Ｇ２，…，Ｇｎ为ｎ个圆是一特殊情形．

例４  以ＡＢＣＤ的边为直径向平行四边形内作四个半圆，证明这四个半圆一定覆盖整个平行四边形．

分析１ ＡＢＣＤ的每一点至少被某个半圆所盖住．

证明１ 用反证法．如图４５－４设存在一点Ｐ在以ＡＢ、ＢＣ、ＣＤ、ＤＡ为直径的圆外，根据定理二，∠ＡＰＢ，∠ＢＰＣ，∠ＣＰＤ∠ＤＰＡ均小于９０°，从而

∠ＡＰＢ＋∠ＢＰＣ＋∠ＣＰＤ＋∠ＤＰＡ＜３６０°．

[image: image1122.jpg]I8 45-4
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与四角和应为周角相矛盾．故Ｐ应被其中一半圆盖住，即所作四个半圆覆盖ＡＢＣＤ．

分析２ 划片包干，如图４５－５，将ＡＢＣＤ分为若干部分，使每一部分分别都被上述四个半圆所覆盖．

证明２  在ＡＢＣＤ中，如图４５－５，设ＡＣ≥ＢＤ．分别过Ｂ、Ｄ引垂线ＢＥ、ＤＦ垂直ＡＣ，交ＡＣ于Ｅ、Ｆ，将ＡＢＣＤ分成四个直角三角形，△ＡＢＥ、△ＢＣＥ、△ＣＤＦ、△ＤＡＦ．每一个直角三角形恰好被一半圆所覆盖，从而整个四边形被四个半圆所覆盖．

上述结论可推广到任意四边形，留给读者考虑．

例５  求证：一个直径为１的圆不能被两个直径小于１的圆所覆盖．

证明  如图４５－６，先考虑其中一个小圆即⊙Ｏ１去覆盖大圆Ｏ，连Ｏ１、Ｏ过Ｏ作ＡＢ⊥Ｏ１Ｏ，ＡＢ为⊙Ｏ的直径（若Ｏ１、Ｏ重合，那么ＡＢ为任意直径）此时

[image: image1124.png]O A =08 204




故Ａ、Ｂ两点都不能被⊙Ｏ１盖住．至于另一小圆⊙Ｏ２无疑不能同时盖住Ａ、Ｂ两点，故⊙Ｏ１、⊙Ｏ２不能覆盖⊙Ｏ．

事实上，我们还可以从另一角度给予证明．那就是一个小圆无法覆盖半个大圆，因此两个小圆也就不可能覆盖住整个大圆了．

现在，我们着手研究本文一开始就提出的问题．

[image: image1125.png]456




例６  给定一个半径为１的圆，若用半径为[image: image1126.png]


的圆去覆盖它，问至少要几个才能盖住．

问题需要我们在二个方面给予回答：一是所确定数目的小圆足以覆盖大圆；二是少于确定的数目，则全部小圆不能覆盖大圆．

对于不能覆盖的推断，以下两个原则是常用的：

原则１  若图形Ｆ的面积大于图形Ｇ的面积，则图形Ｇ不能覆盖图形Ｆ．

原则２  直径为ｄ的图形Ｆ不能被直径小于ｄ的图形Ｇ所覆盖．

两原则十分显然，不再证明．

四个半径为[image: image1127.png]


的小圆面积和为π，恰等于大圆面积，而四小圆间若不重迭，则覆盖其它图形时，还须排除中间所夹的不属于四圆的部分，换句话说，四小圆所覆盖大圆部分面积必小于大圆自身面积，根据法则１，不可能覆盖大圆，少于四个小圆更不可能．

若有五个小圆，我们改变角度考虑，可将大圆周分为六等分．因小圆直径为１，五个小圆无法盖住大圆周，而六个圆周恰好盖住．

还需考虑大圆圆心没有被盖住，再添加一个小圆，符合要求！

[image: image1128.png]



这说明：至少七个以[image: image1129.png]


为半径的小圆方能覆覆盖半径为1的一个大圆.事实上这样的六个小圆若盖住大圆周，则大圆心不能被覆盖．若其中一小圆盖住大圆圆心，那么该圆又至多盖住大圆周上一点也就是六个小圆无法覆盖大圆，而我们作大圆的内接正六边形，分别将小圆圆心与各边中点重合，再将第七个小圆圆心与大圆圆心重合即可盖住大圆，如图４５－７，以下给出证明：

对于正△ＯＡＢ，设ＯＡ、ＯＢ中点Ａ１、Ｂ１，那么∠ＡＡ１Ｂ＝∠ＡＢ１Ｂ＝９０°，故四边形ＡＡ１Ｂ１Ｂ被以ＡＢ为直径的圆覆盖．另外，△ＯＡ１Ｂ１被小圆⊙Ｏ所覆盖．类似地可推得七个小圆覆盖整个大圆．

３．直线形图形覆盖别的图形的问题

解决直线形图形覆盖别的图形的问题，常须较高的智巧，一般的处理方法是通过构造过渡图形，逐步调整，最终获得问题的解决．

例７ 证明直径为１的图形Ｆ可被单位正方形覆盖．

分析  先后用互相垂直的两对平行线将图形夹在中间，再向内收缩．

证明  取位于水平方向和铅直方向的两对平行直线将图形Ｆ夹在中间，再将位于下方的直线ｌ２向上平移，直至遇到图形Ｆ上点为止，中图４５－８中ｌ２′处．接着又将ｌ１向下平移至与ｌ２′相距为１的ｌ１′处止．因图形Ｆ直径为１．故图形Ｆ仍被二直线ｌ１′，ｌ２′所夹．同样采用先左后右的顺序，将沿直线ｍ１、ｍ２平移至ｍ１′、ｍ２′处，ｍ１′、ｍ２′相距为１，而图形Ｆ依然夹在直线ｍ１′，ｍ２′中间，从而直线ｌ１′、ｌ２′、ｍ１′、ｍ２′所围成单位正方形即可覆盖图形Ｆ．

运用上述方法，我们可进一步解决以下问题：

[image: image1130.png]mo e
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例８  直径为１的图形Ｆ可被一个边长为[image: image1132.png]


的正三角形覆盖，试证明之．

证明  作三对相距为１的平行直线ｍ１、ｍ２、ｎ１、ｎ２，ｌ１、ｌ２，相交直线所成角为６０°，围成可覆盖图形Ｆ的六边形及正△Ａ１Ｂ１Ｃ１，正△Ａ２Ｂ２Ｃ２（具体作法可参照例７）．如图４５－９．设Ｐ为Ｆ中任意一点，它到六边形各边距离依次为ｘ、ａ、ｙ、ｂ、ｚ、ｃ．又设正△Ａ１Ｂ１Ｃ１的高为ｈ１，正△Ａ​2Ｂ２Ｃ２的高为ｈ２．因正三角形内一点到三边距离和等于正三角形的高，得

ａ＋ｂ＋ｃ＝ｈ１，

ｘ＋ｙ＋ｚ＝ｈ２．

相加,得

（ｘ＋ｂ）＋（ｙ＋ｃ）＋（ｚ＋ａ）＝ｈ１＋ｈ２，

又ｘ＋ｂ＝１，ｙ＋ｃ＝１，ｚ＋ａ＝１，

∴ｈ１＋ｈ２＝３．

根据抽屉原则,ｈ１、ｈ２中有一不大于[image: image1133.png]


,不妨设[image: image1134.png]


,即正△A１B１C１的高不大于[image: image1135.png]


,那么它的边长

[image: image1136.png]



因此图形Ｆ可被边长不大于[image: image1137.png]


的正三角形即正△Ａ1Ｂ１Ｃ１所覆盖.

4.图形的嵌入是覆盖问题的一种重要变化形式

所谓图形Ｆ能嵌入图形Ｇ,其本质就是图形Ｇ能覆盖图形F.

例9试证面积为S、周长为P的四边形一定可嵌入一个半径为[image: image1138.png]"ol e



的圆.

分析 四边形内存在到各边距离不小于[image: image1139.png]"ol e



的点.

证明  如图45-10,设四边形ABCD面积为Ｓ,周长为Ｐ.各边长分别为ａ1、ａ２、ａ３、ａ４.现以ａ１、ａ２、ａ３、ａ４为长,[image: image1140.png]"ol e



为宽,向四边形内侧作矩形,则这些矩形总面积是

[image: image1141.png]



即四个矩形面积总和等于四边形面积.由于这四个矩形有重迭部分,所以四边形内部存在点O没有被矩形覆盖,那么以点O为圆心,[image: image1142.png]"ol e



为半径的圆可嵌入四边形ABCD中.

[image: image1143.png]



例10 在一个半径等于18的圆中已嵌入16个半径为3的圆.证明在余下的部分中还能嵌入9个半径为1的圆.

证明  首先证明大圆中还能嵌入1个半径为1的小圆.先将大圆的半径收缩为17,而将半径为3的圆膨胀成半径为4的圆,此时大圆面积变为

π×172＝289π.

16个半径为4的圆的面积是

π×42×16=256π.

289π-256π=33π.

这说明大圆中嵌入16个半径为3的圆外,还能嵌入半径为1的一个小圆,如图45-11所示.

再将大圆的半径收缩为17,半径为3的圆的半径膨胀为4,半径为1的圆膨胀为2,由于

289π-256π-4π=29π,所以大圆中除嵌入16个半径为3的圆外,还能嵌入两个半径为1的圆.依此类推,由于289π-256π-4π×8=π＞0,

故大圆还可嵌入九个半径为1的小圆.

将图形收缩、膨胀是解嵌入问题一种重要方法.

[image: image1144.png]B 45-11




竞赛讲座13

－平面三角
三角函数与反三角函数，是五种基本初等函数中的两种，在现代科学的很多领域中有着广泛的应用．同时它也是高考、数学竞赛中的必考内容之一．

一、三角函数的性质及应用
　 三角函数的性质大体包括：定义域、值域、奇偶性、周期性、单调性、最值等．这里以单调性为最难．它们在平面几何、立体几何、解析几何、复数等分支中均有广泛的应用．

【例1】　求函数y=2sin([image: image1145.png]Wy



-2x)的单调增区间。

解：y=2sin([image: image1146.png]Wy



-2x)= 2sin(2x+[image: image1147.png]


)。

由2kπ-[image: image1148.png]oy



≤2x+[image: image1149.png]


≤2kπ+[image: image1150.png]oy



，k∈Z，

得kπ-[image: image1151.png]12



≤x≤kπ-[image: image1152.png]


，k∈Z。

即原函数的单调增区间为：[kπ-[image: image1153.png]12



，kπ-[image: image1154.png]


]（k∈Z）。

【例2】　 若φ∈（0，[image: image1155.png]oy



），比较sin(cosφ)，cos(sinφ)，cosφ这三者之间的大小。

解：∵在（0，[image: image1156.png]oy



）中，sinx<x<tgx，而0<cosx<1<[image: image1157.png]oy



，∴sin(cosφ)< cosφ。

∵在（0，[image: image1158.png]oy



）中，y=cosx单调递减，∴cosφ< cos(sinφ)。

∴sin(cosφ)< cosφ< cos(sinφ)。

【例3】　 已知x,y∈[-[image: image1159.png]ESE)



，[image: image1160.png]ESE)



]，a∈R，且[image: image1161.png]& +sinx-2a=0

4y3+%sm 2y+a=0



。求cos(x+2y)的值。

解：原方程组化为[image: image1162.png]& +sinx =22
(~2y)* +sin( ~2y) = 2a



。

∵x,-2y∈[-[image: image1163.png]oy



，[image: image1164.png]oy



]，函数f(t)=t3+sint在[-[image: image1165.png]oy



，[image: image1166.png]oy



]上单调递增，且f(x)=f(-2y)

∴x=2y，∴cos(x+2y)=1。

【例4】　求证：在区间（0，[image: image1167.png]oy



）内存在唯一的两个数c、d(c＜d)，使得 sin（cosc）＝ c， cos（sind）＝ d．

证明：考虑函数f（x）＝cos（sinx）－x，在区间[0，[image: image1168.png]oy



]内是单调递减的，并且连续，由于f（0）＝cos（sin0）－0=1>0，f（[image: image1169.png]oy



）＝cos（sin[image: image1170.png]oy



）－[image: image1171.png]oy



= cos 1－[image: image1172.png]oy



<0，

∴存在唯一的d∈（0，[image: image1173.png]oy



），使f（d）＝0，即cos（sind）＝ d．

对上式两边取正弦，并令c=sind，有sin（cos（sind））=sin d，sin（cosc）=c。

显然c∈（0，[image: image1174.png]oy



）。且由y=sinx在（0，[image: image1175.png]oy



）上的单调性和d的唯一性，知c也唯一。

故存在唯一的c＜d，使命题成立。

【例5】[image: image1901.jpg]


α、β、γ∈（0，[image: image1176.png]oy



），且ctgα=α，sin(ctgβ)=β，ctg(sinγ)=γ。比较α、β、γ的大小。

解：∵α、β、γ∈（0，[image: image1177.png]oy



），∴ctgβ>0，0< sinγ<γ<[image: image1178.png]oy



。

∴β=sin(ctgβ)< ctgβ，γ=ctg(sinγ)> ctgγ。

作出函数y=ctgx在（0，[image: image1179.png]oy



）上的图象，可看出：β<α<γ。

【例6】　 n∈N，n≥2，求证：cos[image: image1180.png]


·cos[image: image1181.png]


· ··· ·cos[image: image1182.png]B



>[image: image1183.png]


。

证明：∵0<[image: image1184.png]8=



<[image: image1185.png]


<···<[image: image1186.png]


<[image: image1187.png]


<1，

∴0<sin[image: image1188.png]L



<[image: image1189.png]L



，cos2[image: image1190.png]L



=1-sin2[image: image1191.png]L



>1-[image: image1192.png]
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，k=2，3，…，n。

∴(cos[image: image1194.png]


·cos[image: image1195.png]


· ··· ·cos[image: image1196.png]B



)2>([image: image1197.png]


·[image: image1198.png]


)·([image: image1199.png]


·[image: image1200.png]L] s



)·([image: image1201.png]ESN )
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)···([image: image1203.png]


·[image: image1204.png]n+1



)
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>([image: image1208.png]


)2，
∴cos[image: image1209.png]


·cos[image: image1210.png]


· ··· ·cos[image: image1211.png]B
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二、三角恒等变换
众多的三角公式，构成了丰富多彩的三角学。要灵活地进行三角恒等变换，除熟练地掌握三角公式以及一般的代数变形技巧外，更重要的是抓住三角式的结构特征，从角和函数名入手，深入分析，灵活解题。

【例1】（1）已知cosβ= -[image: image1213.png]


，sin(α+β)= [image: image1214.png]


，且0<α<[image: image1215.png]oy



<β<π，求sinα的值。

（2）已知sin([image: image1216.png]ESE)



-α)= [image: image1217.png]


，求[image: image1218.png]sin o
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的值。

提示：（1）sinα=[image: image1219.png]


。

（2）sin2α=1-2 sin2([image: image1220.png]ESE)



-α)=[image: image1221.png]e
169



；[image: image1222.png]sin o
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【说明】三角变换重在角的变换。

【例2】求cos[image: image1224.png]


cos[image: image1225.png]15



cos[image: image1226.png]15



…cos[image: image1227.png]15



的值。

解法1：利用公式cosθcos2θcos4θ···cos2nθ=[image: image1228.png]sin 28

olgng



，得
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= -[image: image1233.png]


，∴cos[image: image1234.png]
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又cos[image: image1239.png]15
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=[image: image1241.png]ENE



，cos[image: image1242.png]15



=[image: image1243.png]


，

∴cos[image: image1244.png]
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=[image: image1248.png]


×[image: image1249.png]ENE



×[image: image1250.png]


=[image: image1251.png]


。

解法2：cos[image: image1252.png]


cos[image: image1253.png]15
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=[image: image1256.png]
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=[image: image1260.png]


=[image: image1261.png]


。

解法3：利用公式cosαcos([image: image1262.png]Wy



+α)cos([image: image1263.png]Wy



-α)= [image: image1264.png]ENE



cos3α，取α=[image: image1265.png]


、[image: image1266.png]15



。

【例3】求cos420°+cos440°+cos480°的值。

解：由倍角公式得

cos4θ=([image: image1267.png]1+4cos28



)2=[image: image1268.png]ENE



 (1+2cos2θ+cos22θ)= [image: image1269.png]


+[image: image1270.png]


cos2θ+[image: image1271.png]


cos4θ，

∴cos420°+cos440°+cos480°= [image: image1272.png]


×3+[image: image1273.png]


(cos40°+ cos80°+ cos160°)

+[image: image1274.png]


(cos80°+ cos160°+ cos320°)= [image: image1275.png]


+[image: image1276.png]


(cos40°+ cos80°+ cos160°)

= [image: image1277.png]


+[image: image1278.png]


(2cos60° cos20°- cos20°)= [image: image1279.png]


。

【例4】若sinα+cosβ=[image: image1280.png]


，cosα+sinβ=[image: image1281.png]


，求sinαcosβ的值。

解：令θ=[image: image1282.png]oy



-β，则[image: image1283.png]sin o +sin 6 =

coscr+cos®=




(1)÷(2)得tg[image: image1284.png]


=[image: image1285.png]


， cos(α+θ)=[image: image1286.png]


，

∴sinαcosβ=sinαsinθ= -[image: image1287.png]


[ cos(α+θ)+ cos(α-θ)] = -[image: image1288.png]e
180



。

【例5】已知f(x)=[image: image1289.png]


sin(x+θ)+cos(x-θ)是偶函数，0<θ<π，求θ。

解法一：由偶函数的定义，可得([image: image1290.png]


cosθ+sinθ)sinx=0对任意x∈R成立。

∴[image: image1291.png]


cosθ+sinθ=0，2 sin(θ+[image: image1292.png]Wy



)=0，

∴θ+=kπ，而0<θ<π，∴θ=[image: image1293.png]


。

解法二：由f(-[image: image1294.png]oy



)=f([image: image1295.png]oy



)，得θ=[image: image1296.png]


，然后验证f(x)是偶函数。

【例7】方程sinx+[image: image1297.png]


cosx+a=0在（0，2π）内有相异两根α、β，求实数a的取值范围，以及α+β的值。

解：∵sinx+[image: image1298.png]


cosx+a=0，∴sin (x+[image: image1299.png]Wy



)= -[image: image1300.png]


。

令t= x+[image: image1301.png]Wy



，则t∈([image: image1302.png]Wy



，[image: image1303.png]


)，sint= -[image: image1304.png]


。

作出函数y= sint，t∈([image: image1305.png]Wy



,[image: image1306.png]


)的图象：

[image: image1307.jpg]



由图象可以看出：当-1< -[image: image1308.png]


<1且-[image: image1309.png]


≠[image: image1310.png]


即-2<a<-[image: image1311.png]


或-[image: image1312.png]


<a<2时，sint= -[image: image1313.png]


有相异两根t1、t2，原方程有相异两根α、β，并且

当-2<a<-[image: image1314.png]


时，t1+t2=(α+[image: image1315.png]Wy



)+(β+[image: image1316.png]Wy



)=π，α+β=[image: image1317.png]Wy



；

当-[image: image1318.png]


<a<2时，t1+t2=(α+[image: image1319.png]Wy



)+(β+[image: image1320.png]Wy



)=3π，α+β=[image: image1321.png]


。

【例8】已知sinx+siny+sinz=cosx+cosy+cosz=0，求s=tg(x+y+z)+tgxtgytgz的值。

解：由已知得，[image: image1322.png]{smx+smy sinz (1)

cosx +cosy =—cosz (2)




(1)2+(2)2得cos(x-y)= -[image: image1323.png]


，

同理，cos(y-z)= -[image: image1324.png]


，cos(z-x)= -[image: image1325.png]


。

∴x，y，z中任意两角的终边夹角为[image: image1326.png]


，不妨设

x=y+[image: image1327.png]


+2mπ,m∈Z，y=z+[image: image1328.png]


+2nπ,n∈Z，

∴x= z+[image: image1329.png]


+2(m+n)π，

x+y+z= 3z+2(m+2n+1)π，

∴s=tg(x+y+z)+tgxtgytgz

= tg3z+tg(z+[image: image1330.png]


)tg(z+[image: image1331.png]


)tgz

= tg3z+tg(z+[image: image1332.png]Wy



)tg(z-[image: image1333.png]Wy



)tgz

= tg3z+ tgz tg([image: image1334.png]Wy



+z)tg([image: image1335.png]Wy



-z)

=0。

【说明】如能熟练运用下列公式，可对解题带来很大方便：

sinαsin([image: image1336.png]Wy



+α)sin([image: image1337.png]Wy



-α)=[image: image1338.png]ENE



sin3α，

cosαcos([image: image1339.png]Wy



+α)cos([image: image1340.png]Wy



-α)= [image: image1341.png]ENE



cos3α，

tgαtg([image: image1342.png]Wy



+α)tg([image: image1343.png]Wy



-α)=tg3α。

如sin10°sin50°sin70°=[image: image1344.png]ENE



sin(3×10°)= [image: image1345.png]


。

竞赛讲座14

-染色问题与染色方法
1．  小方格染色问题

最简单的染色问题是从一种民间游戏中发展起来的方格盘上的染色问题.解决这类问题的方法后来又发展成为解决方格盘铺盖问题的重要技巧.

例1 如图29-1(a),3行7列小方格每一个染上红色或蓝色.试证:存在一个矩形,它的四个角上的小方格颜色相同.

[image: image1346.jpg]



证明  由抽屉原则,第1行的7个小方格至少有4个不同色,不妨设为红色(带阴影)并在1、2、3、4列（如图29-1（b））.

在第1、2、3、4列（以下不必再考虑第5，6，7列）中，如第2行或第3行出现两个红色小方格，则这个问题已经得证；如第2行和第3行每行最多只有一个红色小方格（如图29-1（c）），那么在这两行中必出现四角同为蓝色的矩形，问题也得到证明.

说明：（1）在上面证明过程中除了运用抽屉原则外，还要用到一种思考问题的有效方法，就是逐步缩小所要讨论的对象的范围，把复杂问题逐步化为简单问题进行处理的方法.

（2）此例的行和列都不能再减少了.显然只有两行的方格盘染两色后是不一定存在顶点同色的矩形的.下面我们举出一个3行6列染两色不存在顶点同色矩形的例子如图29-2.这说明3行7列是染两色存在顶点同色的矩形的最小方格盘了.至今,染k色而存在顶点同色的矩形的最小方格盘是什么还不得而知.
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例2         (第2届全国部分省市初中数学通讯赛题)证明:用15块大小是4×1的矩形瓷砖和1块大小是2×2的矩形瓷砖，不能恰好铺盖8×8矩形的地面.

分析  将8×8矩形地面的一半染上一种颜色，另一半染上另一种颜色，再用4×1和2×2的矩形瓷砖去盖，如果盖住的两种颜色的小矩形不是一样多，则说明在给定条件不完满铺盖不可能.

证明  如图29-3，用间隔为两格且与副对角线平行的斜格同色的染色方式，以黑白两种颜色将整个地面的方格染色.显然，地面上黑、白格各有32个.

每块4×1的矩形砖不论是横放还是竖盖，且不论盖在何处，总是占据地面上的两个白格、两个黑格，故15块4×1的矩形砖铺盖后还剩两个黑格和两个白格.但由于与副对角线平行的斜格总是同色，而与主对角线平行的相邻格总是异色，所以，不论怎样放置，一块2×2的矩形砖，总是盖住三黑一白或一黑三白.这说明剩下的一块2×2矩形砖无论如何盖不住剩下的二黑二白的地面.从而问题得证.   

[image: image1348.png]



例3         （1986年北京初二数学竞赛题）如图29-4（1）是4个1×1的正方形组成的“L”形，用若干个这种“L”形硬纸片无重迭拼成一个m×n（长为m个单位，宽为n个单位）的矩形如图29-4（2）.试证明mn必是8的倍数.

证明∵m×n矩形由“L”形拼成，∴m×n是4的倍数，∴m、n中必有一个是偶数，不妨设为m.把m×n矩形中的m列按一列黑、一列白间隔染色（如图29-4（2）），则不论“L”形在这矩形中的放置位置如何（“L”形的放置，共有8种可能），“L”形或占有3白一黑四个单位正方形（第一种），或占有3黑一白四个单位正方形（第二种）.

设第一种“L”形共有p个，第二种“L”形共q个，则m×n矩形中的白格单位正方形数为3p+q，而它的黑格单位正方形数为p+3q.

∵m为偶数，∴m×n矩形中黑、白条数相同，黑、白单位正方形总数也必相等.故有3p+q=p+3q，从而p=q.所以“L”形的总数为2p个，即“L”形总数为偶数，所以m×n一定是8的倍数.     
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2．  线段染色和点染色

下面介绍两类重要的染色问题.

(1)    线段染色.较常见的一类染色问题是发样子组合数学中图论知识的所谓“边染色”（或称“线段染色”），主要借助抽屉原则求解.

例4         （1947年匈牙利数学奥林匹克试题）世界上任何六个人中，一定有3个人或者互相认识或者互相都不认识.

我们不直接证明这个命题，而来看与之等价的下述命题

例5         （1953年美国普特南数学竞赛题）空间六点，任三点不共线，任四点不共面，成对地连接它们得十五条线段，用红色或蓝色染这些线段（一条线段只染一种颜色）.求证:无论怎样染,总存在同色三角形.

证明  设A、B、C、D、E、F是所给六点.考虑以A为端点的线段AB、AC、AD、AE、AF，由抽屉原则这五条线段中至少有三条颜色相同，不妨设就是AB、AC、AD，且它们都染成红色.再来看△BCD的三边，如其中有一条边例如BC是红色的，则同色三角形已出现（红色△ABC）；如△BCD三边都不是红色的，则它就是蓝色的三角形，同色三角形也现了.总之,不论在哪种情况下,都存在同色三角形.

如果将例4中的六个人看成例5中六点,两人认识的连红线,不认识的连蓝线,则例4就变成了例5.例5的证明实际上用染色方法给出了例4的证明.

[image: image1350.png]



例6         (第6届国际数学奥林匹克试题)有17位科学家,其中每一个人和其他所有人的人通信,他们的通信中只讨论三个题目.求证:至少有三个科学家相互之间讨论同一个题目.

证明  用平面上无三点共线的17个点A1,A2,…，A17分别表示17位科学家.设他们讨论的题目为x,y,z,两位科学家讨论x连红线,讨论y连蓝线,讨论z连黄线.于是只须证明以这17个点为顶点的三角形中有一同色三角形.

考虑以A1为端点的线段A1A2,A1A3,…，A1A17，由抽屉原则这16条线段中至少有6条同色，不妨设A1A2，A1A3，…，A1A7为红色.现考查连结六点A2，A3，…，A7的15条线段，如其中至少有一条红色线段，则同色（红色）三角形已出现；如没有红色线段，则这15条线段只有蓝色和黄色，由例5知一定存在以这15条线段中某三条为边的同色三角形（蓝色或黄色）.问题得证.

上述三例同属图论中的接姆赛问题.在图论中,将n点中每两点都用线段相连所得的图形叫做n点完全图,记作kn.这些点叫做“顶点”，这些线段叫做“边”.现在我们分别用图论的语言来叙述例5、例6.

定理1  若在k6中，任染红、蓝两色，则必有一只同色三角形.

定理2  在k17中,任染红、蓝、黄三角，则必有一只同色三角形.

（2）点染色.先看离散的有限个点的情况.

例7         （首届全国中学生数学冬令营试题）能否把1，1，2，2，3，3，…，1986，1986这些数排成一行，使得两个1之间夹着一个数，两个2之间夹着两个数，…，两个1986、之间夹着一千九百八十六个数？请证明你的结论.

证明  将1986×2个位置按奇数位着白色，偶数位着黑色染色，于是黑白点各有1986个.

[image: image1351.jpg]A
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现令一个偶数占据一个黑点和一个白色，同一个奇数要么都占黑点，要么都占白点.于是993个偶数，占据白点A1=993个，黑色B1=993个.

993个奇数，占据白点A2=2a个，黑点B2=2b个，其中a+b=993.

因此，共占白色A=A1+A2=993+2a个.

黑点B=B1+B2=993+2b个，

由于a+b=993（非偶数！）∴a≠b，从而得A≠B.这与黑、白点各有1986个矛盾.

故这种排法不可能.

“点”可以是有限个，也可以是无限个，这时染色问题总是与相应的几何问题联系在一起的.

例8         对平面上一个点，任意染上红、蓝、黑三种颜色中的一种.证明:平面内存在端点同色的单位线段.

证明  作出一个如图29-7的几何图形是可能的,其中△ABD、△CBD、△AEF、△GEF都是边长为1的等边三角形，CG=1.不妨设A点是红色，如果B、E、D、F中有红色，问题显然得证.当B、E、D、F都为蓝点或黄点时，又如果B和D或E和F同色，问题也得证.现设B和D异色E和F异色,在这种情况下,如果C或G为黄色或蓝点,则CB、CD、GE、GF中有两条是端点同色的单位线段，问题也得证.不然的话,C、G均为红点，这时CG是端点同色的单位线段.证毕.

还有一类较难的对区域染色的问题，就不作介绍了.

[image: image1352.png]BF




练习二十九

1．  6×6的方格盘，能否用一块大小为3格，形如[image: image1353.jpg]


的弯角板与11块大小为3×1的矩形板，不重迭不遗漏地来铺满整个盘面.

2．  （第49届苏联基辅数学竞赛题）在两张1982×1983的方格纸涂上红、黑两种颜色，使得每一行及每一列都有偶数个方格是黑色的.如果将这两张纸重迭时，有一个黑格与一个红格重合，证明至少还有三个方格与不同颜色的方格重合.

3．  有九名数学家，每人至多会讲三种语言，每三名中至少有2名能通话，那么其中必有3名能用同一种语言通话.

4．  如果把上题中的条件9名改为8名数学家，那么，这个结论还成立吗？为什么？

5．  设n=6（r-2）+3（r≥3），求证：如果有n名科学家，每人至多会讲3种语言，每3名中至少有2名能通话，那么其中必有     r名能用同一种语言通话.

6．  （1966年波兰数学竞赛题）大厅中会聚了100个客人，他们中每人至少认识67人，证明在这些客人中一定可以找到4人，他们之中任何两人都彼此相识.

7．  （首届全国数学冬令营试题）用任意方式给平面上的每一个点染上黑色或白色.求证：一定存在一个边长为1或[image: image1354.png]


的正三角形，它三个顶点是同色的.

 

练习二十九

１．将１、４行染红色、２、５行染黄色、３、６行染蓝色，然后就弯角板盖住板面的不同情况分类讨论．

２．设第一张纸上的黑格Ａ与第二张纸上的红格Ａ′重合．如果在第一张纸上Ａ所在的列中，其余的黑格（奇数个）均与第二张纸的黑格重合，那么由第二张纸上这一列的黑格个数为偶数，知必有一黑格与第一张纸上的红格重合，即在这一列，第一张纸上有一方格Ｂ与第二张纸上不同颜色的方格Ｂ′重合．同理在Ａ、Ｂ所在行上各有一个方格Ｃ、Ｄ，第二张纸上与它们重合的方格Ｃ′、Ｄ′的颜色分别与Ｃ、Ｄ不同．

３．把９名数学家用点Ａ１，Ａ２，…，Ａ９表示．两人能通话，就用线连结，并涂某种颜色，以表示不同语种。两人不通话，就不连线．

（１）果任两点都有连线并涂有颜色，那么必有一点如Ａ１，以其为一端点的８条线段中至少有两条同色，比如Ａ１Ａ２、Ａ１Ａ３．可见Ａ１，Ａ２，Ａ３之间可用同一语言通话．②如情况①不发生，则至少有两点不连线，比如Ａ１、Ａ２．由题设任三点必有一条连线知，其余七点必与Ａ１或Ａ２有连线．这时七条线中，必有四条是从某一点如Ａ１引出的．而这四条线中又必有二条同色，则问题得证．

４．结论不成立，如图所示（图中每条线旁都有一个数字，以表示不同语种）．

[image: image1355.png]e Aa 12

5 4 #ilel




５．类似于第３题证明．

６．用点Ａ１、Ａ２、…、Ａ１００表示客人，红、蓝的连线分别表示两人相识或不相识，因为由一个顶点引出的蓝色的线段最多有３２条，所以其中至少有三点之间连红线．这三个点（设为Ａ１、Ａ２、Ａ３）引出的蓝色线段最多为９６条．去掉所有这些蓝色的线段（连同每条线段上的一个端点ＡＩ，Ｉ≠１，２，３），这样，在图中至少还剩下四个点，除Ａ１、Ａ２、Ａ３外，设第四点为Ａ４，这四个点中Ａ１，Ａ２，Ａ３每一个点与其它的点都以红色的线段相连，于是客人Ａ１、Ａ２、Ａ３、Ａ４彼此两两相识．

７．先利用右图证明＂若平面上有两个异色的点距离为２，地么必定可以找到符合题意的三角形＂．再找长为２端点异色的线段．以Ｏ（白色）为圆心，４为半径作圆．如圆内皆白点，问题已证．否则圆内有一黑点Ｐ，以ＯＰ为底作腰长为２的三角形ＯＰＲ，则Ｒ至少与Ｏ、Ｐ中一点异色，这样的线段找到．

[image: image1356.png]



竞赛讲座15
      ——函数方程
1、 相关知识
函数方程
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二、函数方程的题型
许多函数方程的解决仅以初等数学为工具，解法富于技巧，对人类的智慧具有明显的挑战意味，因此，函数方程是数学竞赛中一种常见的题型。
1、确定函数的形式
   尚无一般解法，需因题而异，其解是多样的：有无限多解的，有有限个解的，有可能无解（如：方程
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2、确定函数的性质
3、确定函数值
三、求函数的解析式
1、换元法
例题1、设函数
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例题2、设函数
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2、赋值法
例题1、设函数
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例题2、设函数
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4、 究函数的性质
例题、设函数
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竞赛讲座16

－不等式

不等式是数学竞赛的热点之一。由于不等式的证明难度大，灵活性强，要求很高的技巧，常常使它成为各类数学竞赛中的“高档”试题。而且，不论是几何、数论、函数或组合数学中的许多问题，都可能与不等式有关，这就使得不等式的问题（特别是有关不等式的证明）在数学竞赛中显得尤为重要。

证明不等式同大多数高难度的数学竞赛问题一样，没有固定的模式，证法因题而异，灵活多变，技巧性强。但它也有一些基本的常用方法，要熟练掌握不等式的证明技巧，必须从学习这些基本的常用方法开始。

一、不等式证明的基本方法
1．比较法
比较法可分为差值比较法和商值比较法。

（1）差值比较法
原理　 A－ B＞0[image: image1416.png]


A＞B．

【例1】（l）m、n是奇偶性相同的自然数，求证：

（am＋bm）（an＋bn）＜2（am+n+bm+n）。

（2）证明：[image: image1417.png]


·[image: image1418.png]


·[image: image1419.png]


≤[image: image1420.png]


。

【例2】设a1≤a2≤…≤an，b1≤b2≤…≤bn，j1,j2,…,jn是1,2,…,n的任意一个排列，令

S=a1[image: image1421.png]S



+ a2[image: image1422.png]"



+…+ an[image: image1423.png]


，S0=a1bn+a2bn-1+…+anb1，S1=a1b1+a2b2+…+anbn。

求证：S0≤S≤S1。

（2）商值比较法
原理　 若[image: image1424.png]==



>1，且B>0，则A>B。

【例3】已知a,b,c>0，求证：a2ab2bc2c≥ab+cbc+aca+b。

2．分析法
【例4】若x,y>0，求证：[image: image1425.png]x2+yH7?



>[image: image1426.png]


。

【例5】若a,b,c是△ABC的三边长，求证：a4+b4+c4<2(a2b2+b2c2+c2a2)。

3．综合法
【例6】若a,b,c>0，求证：abc≥(a+b-c)(b+c-a)(c+a-b)。

【例7】已知△ABC的外接圆半径R=1，S△ABC=[image: image1427.png]ENE



，a,b,c是△ABC的三边长，令

S=[image: image1428.png]Ja+afb+4c



，t=[image: image1429.png]


。

求证：t>S。

4．反证法
【例8】已知a3+b3=2，求证：a+b≤2。

5．数学归纳法
【例9】证明对任意自然数n，[image: image1430.png]%n <l 2+ <%(4n+3)«/;



。

二、不等式证明的若干技巧
无论用什么方法来证明不等式，都需要对数学表达式进行适当的变形。这种变形往往要求具有很高的技巧，必须善于分析题目的特征，根据题设条件，综合地利用添、拆、分解、组合、配方、变量代换、数形结合等方法才能发现问题的本质，找到突破口。

1． 变形技巧
【例1】若n∈N，S=[image: image1431.png]


+[image: image1432.png]


+···+[image: image1433.png]


，

求证：n<S<n+1。

【例2】（1）若A、B、C∈[0，π]，求证：

sinA+sinB+sinC≤3sin[image: image1434.png]A+B+C



。

（2）△ABC的三内角平分线分别交其外接圆于A‘,B’,C‘，求证：S△ABC≤S△A’B‘C’。

2． 引入参变量
【例3】将一块尺寸为48×70的矩形铁皮剪去四角小正方形后折成一个无盖长方体铁盒，求铁盒的最大容积。

【例4】在△ABC中，求证：a2+b2+c2≥4[image: image1435.png]


△+(b-c)2+(c-a)2+(a-b)2。

其中，a,b,c是△ABC的三边长，△= S△ABC。

3． 数形结合、构造
【例5】证明：[image: image1436.png]Jetaom+d -zt oz 41



≤[image: image1437.png]


。

4． 递推
【例6】已知：x1=[image: image1438.png]


，x2=[image: image1439.png]


，···，xn=[image: image1440.png]2442+ 2

Pr=ry



。求证：[image: image1441.png]


。

三、放缩法
【例1】若n∈N，n≥2，求证：[image: image1442.png]


。

【例2】α、β都是锐角，求证：[image: image1443.png]1 1

cos’ @ sin?asin ? peos? B




≥9。

【例3】已知：a1≥1，a1 a2≥1，···，a1 a2···an≥1，求证：

[image: image1444.png]1 2 n
+ + <2
T+a, (+a)(+ay)  (+a)(l+a,) - (1+a,)




。

【例4】S=1+[image: image1445.png]


+[image: image1446.png]


+···+[image: image1447.png]


，求S的整数部分[S]。

【例5】设a0=5，an=an-1+[image: image1448.png]Y



，n=1,2,···。求证：45<a1000<45.1。
竞赛讲座18
-数学归纳法
基础知识

数学归纳法是用于证明与正整数
[image: image1449.wmf]n

有关的数学命题的正确性的一种严格的推理方法．在数学竞赛中占有很重要的地位．

1．数学归纳法的基本形式

（1）第一数学归纳法

设
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（2）第二数学归纳法

设
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2．数学归纳法的其他形式

（1）跳跃数学归纳法

①当
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②假设
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也成立，那么，根据①②对一切正整数
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（2）反向数学归纳法

设
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②假设
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也成立，那么根据①②对一切正整数
[image: image1483.wmf]1

³

n

时，
[image: image1484.wmf])

(

n

P

成立．

3．应用数学归纳法的技巧

（1）起点前移：有些命题对一切大于等于1的正整数正整数
[image: image1485.wmf]n

都成立，但命题本身对
[image: image1486.wmf]0
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也成立，而且验证起来比验证
[image: image1487.wmf]1
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[image: image1488.wmf]0
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[image: image1489.wmf]1
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，同理，其他起点也可以前移，只要前移的起点成立且容易验证就可以．因而为了便于起步，有意前移起点．

（2）起点增多：有些命题在由
[image: image1490.wmf]k

n
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向
[image: image1491.wmf]1
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n

跨进时，需要经其他特殊情形作为基础，此时往往需要补充验证某些特殊情形，因此需要适当增多起点．

（3）加大跨度：有些命题为了减少归纳中的困难，适当可以改变跨度，但注意起点也应相应增多．

（4）选择合适的假设方式：归纳假设为一定要拘泥于“假设
[image: image1492.wmf]k

n

=

时命题成立”不可，需要根据题意采取第一、第二、跳跃、反向数学归纳法中的某一形式，灵活选择使用．

（5）变换命题：有些命题在用数学归纳证明时，需要引进一个辅助命题帮助证明，或者需要改变命题即将命题一般化或加强命题才能满足归纳的需要，才能顺利进行证明．

5．归纳、猜想和证明

在数学中经常通过特例或根据一部分对象得出的结论可能是正确的，也可能是错误的，这种不严格的推理方法称为不完全归纳法．不完全归纳法得出的结论，只能是一种猜想，其正确与否，必须进一步检验或证明，经常采用数学归纳法证明．不完全归纳法是发现规律、解决问题极好的方法．

例题分析

例1．用数学归纳法证明：
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例2．已知对任意
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例3．如果正整数
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例5．已知函数
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例6试证：对一切大于等于1的自然数
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例7试证：对一切自然数
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例8．证明：任一正方形可以剖分成任意个数多于5个的正方形．

例9．设
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例10．已知
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例12．设整数数列
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例14．已知
[image: image1540.wmf]1

1

=

a

，
[image: image1541.wmf]2

1

1

n

n

n

a

a

a

+

=

+

（
[image: image1542.wmf]1

,

*

³

Î

n

N

n

），求证：
[image: image1543.wmf]30

9000

>

a

．

例15．整数列
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训练题

1．证明
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能被31整除．

2．设
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不小于6的自然数，证明：可以将一个正三角形分成
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3．用数学归纳法证明：
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5．对于自然数
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6．已知
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7．设有
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个球分成了许多堆，我们可以任意选甲、乙两堆来按照以下规则挪动：若甲戴盆望天的球数
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不小于乙堆的球数
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，则从甲堆拿
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个球放堆乙堆，这样算是挪动一次．证明：可以经过有限次挪动把所有的球合并成一堆．

8．已知数列
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竞赛专题讲座19

－类比、归纳、猜想
数学解题与数学发现一样，通常都是在通过类比、归纳等探测性方法进行探测的基础上，获得对有关问题的结论或解决方法的猜想，然后再设法证明或否定猜想，进而达到解决问题的目的．类比、归纳是获得猜想的两个重要的方法．

[image: image1574.jpg]



所谓类比，就是由两个对象的某些相同或相似的性质，推断它们在其他性质上也有可能相同或相似的一种推理形式。类比是一种主观的不充分的似真推理，因此，要确认其猜想的正确性，还须经过严格的逻辑论证．

运用类比法解决问题，其基本过程可用框图表示如下：

[image: image1575.jpg]ﬁ%‘l! = *htfll
L





　 可见，运用类比法的关键是寻找一个合适的类比对象．按寻找类比对象的角度不同，类比法常分为以下三个类型．

　 （1）降维类比
将三维空间的对象降到二维（或一维）空间中的对象，此种类比方法即为降维类比．

【例1】如图，过四面体V-ABC的底面上任一点O分别作OA1∥VA，OB1∥VB，OC1∥VC，[image: image1902.jpg]


A1，B1，C1分别是所作直线与侧面交点． 

　 求证：[image: image1576.png]Ok
VA



+[image: image1577.png]


+[image: image1578.png]oc,
vC



为定值．

分析 考虑平面上的类似命题：“过△ABC（底）边 AB上任一点O分别作OA1∥AC，OB1∥BC，分别交BC、AC于A1、B1，求证[image: image1579.png]Ok
ac



+[image: image1580.png]OB,
BC



为定值”．这一命题利用相似三角形性质很容易推出其为定值1．另外，过A、O分别作BC垂线，过B、O分别作AC垂线，则用面积法也不难证明定值为1．于是类比到空间围形，也可用两种方法　证明[image: image1903.jpg]


其定值为1．

证明：如图，设平面OA1 VA∩BC＝M，平面OB1 VB∩AC＝N，平面OC1 VC∩AB=L，则有△MOA1∽△MAV，△NOB1∽△NBV，△LOC1 ∽△ LCV．得

[image: image1904.jpg]


[image: image1905.jpg]


[image: image1581.png]Ok
VA



+[image: image1582.png]


+[image: image1583.png]oc,
vC



=[image: image1584.png]


+[image: image1585.png]


+[image: image1586.png]cL



。

在底面△ABC中，由于AM、BN、CL交于一点O，用面积法易证得：

[image: image1587.png]


+[image: image1588.png]


+[image: image1589.png]cL



=1。

∴[image: image1590.png]Ok
VA



+[image: image1591.png]


+[image: image1592.png]oc,
vC



=1。

【例2】以棱长为1的正四面体的各棱为直径作球，S是所作六个球的交集．证明S中没有一对点的距离大于[image: image1593.png]


．

【分析】考虑平面上的类比命题：“边长为1的正三角形，以各边为直径作圆，S‘是所作三个圆的交集”，通过探索S’的类似性质，以寻求本题的论证思路．如图，易知S‘包含于以正三角形重心为圆心，以[image: image1594.png]


为半径的圆内．因此S’内任意两点的距离不大于[image: image1595.png]


．以此方法即可获得解本题的思路．

证明：如图，正四面体 ABCD中，M、N分别为BC、AD的中点，G为△BCD的中心，MN∩AG＝O．显然O是正四面体ABCD的中心．易知OG=[image: image1596.png]ENE



·AG=[image: image1597.png]


，并且可以推得以O为球心、OG为半径的球内任意两点间的距离不大于[image: image1598.png]


，其球O必包含S．现证明如下．

根据对称性，不妨考察空间区域四面体OMCG．设P为四面体OMCG内任一点，且P不在球O内，现证P亦不在S内．

若球O交OC于T点。△TON中，ON=[image: image1599.png]


，OT=[image: image1600.png]


，cos∠TON=cos(π-∠TOM)=-[image: image1601.png]oc



。由余弦定理：

TN2=ON2+OT2+2ON·OT·[image: image1602.png]oc



=[image: image1603.png]ENE



，∴TN=[image: image1604.png]


。

又在 Rt△AGD中，N是AD的中点，∴GN=[image: image1605.png]


。由GN= NT＝[image: image1606.png]


， OG＝OT， ON=ON，得 △GON≌△TON。∴∠TON＝∠GON，且均为钝角．

于是显然在△GOC内，不属于球O的任何点P，均有∠PON>∠TON，即有PN>TN=[image: image1607.png]


，P点在 N为球心，AD为直径的球外，P点不属于区域S．

由此可见，球O包含六个球的交集S，即S中不存在两点，使其距离大于[image: image1608.png]


．

（2）结构类比
某些待解决的问题没有现成的类比物，但可通过观察，凭借结构上的相似性等寻找类比问题，然后可通过适当的代换，将原问题转化为类比问题来解决．

【例3】任给7个实数xk（k=1，2，…，7）．证明其中有两个数xi，xj，满足不等式0≤[image: image1609.png]


≤[image: image1610.png]


·

【分析】若任给7个实数中有某两个相等，结论显然成立．若7个实数互不相等，则难以下手．但仔细观察可发现：[image: image1611.png]


与两角差的正切公式在结构上极为相似，故可选后者为类比物，并通过适当的代换将其转化为类比问题．作代换：xk=tgαk（k ＝l，2，…，7），证明必存在αi，αj，满足不等式0≤tg(αi-αj)≤[image: image1612.png]


·

证明：令xk=tgαk（k ＝l，2，…，7），αk∈（-[image: image1613.png]oy



，[image: image1614.png]oy



），则原命题转化为：证明存在两个实数αi，αj∈（-[image: image1615.png]oy



，[image: image1616.png]oy



），满足0≤tg(αi-αj)≤[image: image1617.png]


·

由抽屉原则知，αk中必有 4个在[0，[image: image1618.png]oy



）中或在（-[image: image1619.png]oy



，0）中，不妨设有4个在[0，[image: image1620.png]oy



）中．注意到tg0＝0，tg[image: image1621.png])



=[image: image1622.png]


，而在[0，[image: image1623.png]oy



）内，tgx是增函数，故只需证明存在αi，αj，使0<αi-αj <[image: image1624.png])



即可。为此将[0，[image: image1625.png]oy



）分成三个小区间：[0，[image: image1626.png])



]、（[image: image1627.png])



，[image: image1628.png]


]、（[image: image1629.png]


，[image: image1630.png]oy



）。又由抽屉原则知，4个αk中至少有2个比如αi，αj同属于某一区间，不妨设αi>αj，则0≤αi-αj ≤[image: image1631.png])



，故0≤tg(αi-αj)≤[image: image1632.png]


·这样，与相应的xi=tgαi、xj=tgαj，便有0≤[image: image1633.png]


≤[image: image1634.png]


·

（3）简化类比
　 简化类比，就是将原命题类比到比原命题简单的类比命题，通过类比命题解决思路和方法的启发，寻求原命题的解决思路与方法．比如可先将多元问题类比为少元问题，高次问题类比到低次问题，普遍问题类比为特殊问题等．

　 【例4】已知xi≥0（i＝1，2，…，n），且xl+x2+…+xn=1。

求证：1≤[image: image1635.png]


+[image: image1636.png]


+…+[image: image1637.png]


≤[image: image1638.png]


．

　 【分析】我们可先把它类比为一简单的类比题：“已知xl≥0，x2≥0，且xl+x2 =1，求证1≤[image: image1639.png]


+[image: image1640.png]


≤[image: image1641.png]


”．本类比题的证明思路为：∵2[image: image1642.png]


≤xl+x2＝l，∴0≤2[image: image1643.png]


≤1，则1≤xl+x2+2[image: image1644.png]


≤2，即1≤([image: image1645.png]


+[image: image1646.png]


)2≤2，∴1≤[image: image1647.png]


+[image: image1648.png]


≤[image: image1649.png]


．这一证明过程中用到了基本不等式和配方法．这正是要寻找的证明原命题的思路和方法．

证明：由基本不等式有0≤2[image: image1650.png]


≤xi+xj，则

0≤2[image: image1651.png]WiFn





 INCLUDEPICTURE "http://www.cbe21.com/subject/maths/images/040401/1010/1010119.gif" \* MERGEFORMATINET [image: image1652.png]


≤(n-1)( xl+x2+…+xn)=n-1

∴1≤xl+x2+…+xn +2[image: image1653.png]WiFn





 INCLUDEPICTURE "http://www.cbe21.com/subject/maths/images/040401/1010/1010121.gif" \* MERGEFORMATINET [image: image1654.png]


≤n，即1≤([image: image1655.png]


+[image: image1656.png]


+…+[image: image1657.png]


)2≤n

∴1≤[image: image1658.png]


+[image: image1659.png]


+…+[image: image1660.png]


≤[image: image1661.png]


．

[image: image1662.jpg]



所谓归纳，是指通过对特例的分析来引出普遍结论的一种推理形式．它由推理的前提和结论两部分构成：前提是若干已知的个别事实，是个别或特殊的判断、陈述，结论是从前提中通过推理而获得的猜想，是普遍性的陈述、判断．其思维模式是：设Mi（i＝1，2，…，n）是要研究对象M的特例或子集，若Mi（i＝1，2，…，n）具有性质P，则由此猜想M也可能具有性质P．

如果[image: image1663.png]


＝M，这时的归纳法称为完全归纳法．由于它穷尽了被研究对象的一切特例，因而结论是正确可靠的．完全归纳法可以作为论证的方法，它又称为枚举归纳法．

　 如果[image: image1664.png]


是M的真子集，这时的归纳法称为不完全归纳法．由于不完全归纳法没有穷尽全部被研究的对象，得出的结论只能算猜想，结论的正确与否有待进一步证明或举反例．

本节主要介绍如何运用不完全归纳法获得猜想，对于完全归纳法，将在以后结合有关内容（如分类法）进行讲解． 

【例5】证明：任何面积等于1的凸四边形的周长及两条对角线的长度之和不小于4十[image: image1665.png]


．

【分析】四边形的周长和对角线的长度和混在一起令人棘手，我们可以从特例考察起：先考虑面积为1的正方形，其周长恰为4，对角钱之和为2[image: image1666.png]


即[image: image1667.png]


．其次考察面积为1的菱形，若两对角线长记为l1、l2，那么菱形面积S=[image: image1668.png]


l1·l2，知

l1+ l2≥2[image: image1669.png]


=2[image: image1670.png]


=[image: image1671.png]


，菱形周长： l＝4[image: image1672.png]


≥2[image: image1673.png]JaL,



=4。

由此，可以猜想：对一般的凸四边形也可将其周长和对角线长度和分开考虑．

[image: image1906.jpg]


【证明】设ABCD为任意一个面积为1的凸四边形，其有关线段及角标如图．则

SABCD=[image: image1674.png]


 (eg+gf+fh+he)sinα

≤[image: image1675.png]


 (e+f)(g+h)≤[image: image1676.png]




 INCLUDEPICTURE "http://www.cbe21.com/subject/maths/images/040401/1010/1010155.gif" \* MERGEFORMATINET [image: image1677.png]


，

∴e+f+g+h≥2[image: image1678.png]


，即对角线长度之和不小于[image: image1679.png]


．

[image: image1680.jpg]R Span = (Sasm + Sanp+ Sanmc* Saca)
= %(absinp, + cdsinBy + besinBy + dasinBs)

L ab e+ be+ da)

=Laraera





∴a＋b＋c＋d≥4，即周长不小于4．

综上所述，结论得证，

【例 6】在一直线上从左到右依次排列着 1988个点P1，P2，…，P1988，且Pk是线段Pk-1Pk+1的k等分点中最靠近Pk+1的那个点（2≤k≤1988），P1P2=1，

P1987 P1988=l．求证：2l<3-1984。

【分析】本题初看复杂，难以入手．不妨先从特殊值出发，通过特殊值的计算，以便分析、归纳出一般性的规律．

当k=1时，P1P2=1（已知）；当k= 2时， P2是P1P3的中点，故P2P3= P1P2= 1；当k=3时， P3是P2P4的三等分点中最靠近的那个分点，即P3P4=[image: image1681.png]


 P2P4=[image: image1682.png]


 ( P2P3+ P3P4) =[image: image1683.png]


P2P3+[image: image1684.png]


 P3P4，故P3P4=[image: image1685.png]


 P2P3=[image: image1686.png]


①

由此可推得4 P5=[image: image1687.png]


×[image: image1688.png]


②，P5P6=[image: image1689.png]ENE



×[image: image1690.png]


×[image: image1691.png]


③

由①、②、③，可归纳以下猜想：

PkPk+1=[image: image1692.png]


Pk-1Pk。

【证明】

[image: image1693.jpg]PPyy=4PieiPen= 4 (PoeiPit PiPysy)

1
=ip pelpp.,




[image: image1694.jpg]



于是有：

[image: image1695.jpg]1
k-1 k-22-3"3"2"




令k=1987，则有

[image: image1696.jpg]1 1
1= Puon P = Togg g™ 4 5y
= (1986 X 1985 X -+ X 3x2) !
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故2l<3-1984。

竞赛讲座20
-排列、组合、二项式定理

基础知识

1．排列组合题的求解策略

（1）排除：对有限条件的问题，先从总体考虑，再把不符合条件的所有情况排除，这是解决排列组合题的常用策略．

（2）分类与分步

有些问题的处理可分成若干类，用加法原理，要注意每两类的交集为空集，所有各类的并集是全集；有些问题的处理分成几个步骤，把各个步骤的方法数相乘，即得总的方法数，这是乘法原理．

（3）对称思想：两类情形出现的机会均等，可用总数取半得每种情形的方法数．

（4）插空：某些元素不能相邻或某些元素在特殊位置时可采用插空法．即先安排好没有限制条件的元素，然后将有限制条件的元素按要求插入到排好的元素之间．

（5）捆绑：把相邻的若干特殊元素“捆绑”为一个“大元素”，然后与其它“普通元素”全排列，然后再“松绑”，将这些特殊元素在这些位置上全排列．

（6）隔板模型：对于将不可辨的球装入可辨的盒子中，求装的方法数，常用隔板模型．如将12个完全相同的球排成一列，在它们之间形成的11个缝隙中任意插入3块隔板，把球分成4堆，分别装入4个不同的盒子中的方法数应为
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，这也就是方程
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2．圆排列

（1）由
[image: image1699.wmf]}
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[image: image1700.wmf]n

个元素中，每次取出
[image: image1701.wmf]r

个元素排在一个圆环上，叫做一个圆排列（或叫环状排列）．

（2）圆排列有三个特点：（i）无头无尾；（ii）按照同一方向转换后仍是同一排列；（iii）两个圆排列只有在元素不同或者元素虽然相同，但元素之间的顺序不同，才是不同的圆排列．

（3）定理：在
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个元素中，每次取出
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个不同的元素进行圆排列，圆排列数为
[image: image1705.wmf]r
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3．可重排列

允许元素重复出现的排列，叫做有重复的排列．

在
[image: image1706.wmf]m

个不同的元素中，每次取出
[image: image1707.wmf]n

个元素，元素可以重复出现，按照一定的顺序那么第一、第二、…、第
[image: image1708.wmf]n

位是的选取元素的方法都是
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种，所以从
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个不同的元素中，每次取出
[image: image1711.wmf]n

个元素的可重复的排列数为
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m

．

4．不尽相异元素的全排列

如果
[image: image1713.wmf]n

个元素中，有
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个元素相同，又有
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[image: image1716.wmf]s

p

个元素相同（
[image: image1717.wmf]n

p

p

p

s

£

+

+

+

L

2

1

），这
[image: image1718.wmf]n

个元素全部取的排列叫做不尽相异的
[image: image1719.wmf]n

个元素的全排列，它的排列数是
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5．可重组合

（1）从
[image: image1721.wmf]n

个元素，每次取出
[image: image1722.wmf]p

个元素，允许所取的元素重复出现
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次的组合叫从
[image: image1724.wmf]n

个元素取出
[image: image1725.wmf]p

个有重复的组合．

（2）定理：从
[image: image1726.wmf]n

个元素每次取出
[image: image1727.wmf]p

个元素有重复的组合数为：
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6．二项式定理

（1）二项式定理
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（2）二项开展式共有
[image: image1731.wmf]1
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（3）
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）叫做二项开展式的通项，这是开展式的第
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（4）二项开展式中首末两端等距离的两项的二项式系数相等．

（5）如果二项式的幂指数
[image: image1735.wmf]n

是偶数，则中间一项的二项式系数
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是奇数，则中间两项的二项式系数
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（6）二项式开展式中奇数项的二项式系数之和等于偶数项系数之和，即
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7．数学竞赛中涉及二项式定理的题型及解决问题的方法

二项式定理，由于结构复杂，多年来在高考中未能充分展示应有的知识地位，而数学竞赛的命题者却对其情有独钟．

（1）利用二项式定理判断整除问题：往往需要构造对偶式；

（2）处理整除性问题：构造对偶式或利用与递推式的结合；

（3）求证不等式：通过二项式展开，取展开式中的若干项进行放缩；

（4）综合其他知识解决某些综合问题：有些较复杂的问题看似与二项式定理无关，其实通过观察、分析题目的特征，联想构造合适的二项式模型，便可使问题迅速解决．

例题分析

例1．数1447,1005,1231有某些共同点，即每个数都是首位为1的四位数，且每个四位数中恰有两个数字相同，这样的四位数共有多少个？

例2．有多少个能被3整除而又含有数字6的五位数？

例3．有
[image: image1741.wmf]n

2

个人参加收发电报培训，每两人结为一对互发互收，有多少种不同的结对方式？

例4．将
[image: image1742.wmf]1
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n

个不同的小球放入
[image: image1743.wmf]n

个不同的盒子中，要使每个盒子都不空，共有多少种放法？

例5．在正方体的8个顶点，12条棱的中点，6个面的中心及正方体的中心共27个点中，共线的三点组的个数是多少个？

例6．用8个数字1,1，7,7，8,8，9,9可以组成不同的四位数有多少个？

例7．用
[image: image1744.wmf]E
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,

五种颜色给正方体的各个面涂色，并使相邻面必须涂不同的颜色，共有多少种不同的涂色方式？

例8．某种产品有4只次品和6只正品（每只产品可区分），每次取一只测试，直到4只次品全部测出为止．求最后一只次品在第五次测试时被发现的不同情形有多少种？

例9．在平面上给出5个点，连结这些点的直线互不平行，互不重合，也互不垂直，过每点向其余四点的连线作垂线，求这此垂线的交点最多能有多少个？
例10。.8位政治家举行圆桌会议，两位互为政敌的政治家不愿相邻，其入坐方法有多少种？

例11．某城市有6条南北走向的街道，5条东西走向的街道．如果有人从城南北角（图
[image: image1745.wmf]A

点）走到东南角中
[image: image1746.wmf]B

点最短的走法有多少种？

例12．用4个1号球，3个2号球，2个3号球摇出一个9位的奖号，共有多少种可能的号码？

例13．将
[image: image1747.wmf]r

个相同的小球，放入
[image: image1748.wmf]n

个不同的盒子（
[image: image1749.wmf]n
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）．

（1）有多少种不同的放法？

（2）如果不允许空盒应有多少种不同的放法？

例14．8个女孩和25个男孩围成一圈，任意两个女孩之间至少站着两个男孩．（只要把圆旋转一下就重合的排列认为是相同的）

例15．设
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的值．

例16．当
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例17．已知数列
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求证：对于任意正整数
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是一次多项式或零次多项式．

例18．若
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例19．设
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的整数部分，求
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例20．已知
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例21．试证大于
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例22．求证：对任意的正整数
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例23．设
[image: image1772.wmf]+

Î

R

b

a

,

，且
[image: image1773.wmf]1

1

1

=

+

b

a

．求证对于每个
[image: image1774.wmf]N

n

Î

，都有


[image: image1775.wmf]1

2

2

2

)

(

+

-

³

-

-

+

n

n

n

n

n

b

a

b

a


训练题

1．8次射击，命中3次，其中愉有2次连续命中的情形共有（　　）种

（A）15　　　（B）30　　　　（C）48　　　（D）60

2．在某次乒乓球单打比赛中，原计划每两名选手恰比赛一场，但有3名选手各比赛了2场之后就退出了，这样，全部比赛只进行了50场。那么，在上述3名选手之间比赛的场数是（　　）

（A）0         （B）1          （C）2           （D）3
3．若
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的值为

（A）
[image: image1779.wmf]333
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　　　（B）
[image: image1780.wmf]666
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　　　　　（C）
[image: image1781.wmf]999
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　　　　　（D）
[image: image1782.wmf]2001
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4．某人从楼下到楼上要走11级楼梯，每步可走1级或2级，不同的走法有（　）种

（A）144　　　（B）121　　　（C）64　　　（D）81

5．从7名男乒乓球队员，5名女乒乓球队员中选出4名进行男女混合双打，不同的分组方法有（　　）种

（A）
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6．有5分、1角、5角的人民币各2枚、3张、9张，可组成的不同币值（非0）有（　　　　　）种

（A）79　　　（B）80　　　　（C）88　　　　（D）89

7．从0,1,2,3,4,5,6,7,8,9这10个数中取出3个数，使其和为不小于10的偶数，不同的取法有________种

8． 把
[image: image1787.wmf]6
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的形式，为
[image: image1789.wmf]N

自然数，则
[image: image1790.wmf]N
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9．已知直线ax+by+c=0中的a,b,c是取自集合{(3,(2,(1,0,1,2,3}中的3个不同的元素，并且该直线的倾斜角为锐角，那么，这样的直线的条数是______．
10．设ABCDEF为正六边形，一只青蛙开始在顶点A处，它每次可随意地跳到相邻两顶点之一．若在5次之内跳到D点，则停止跳动；若5次之内不能到达D点，则跳完5次也停止跳动，那么这只青蛙从开始到停止，可能出现的不同跳法共      种．

11．如果：（1）a,b,c,d都属于{1,2,3,4}；（2）a(b,b(c,c(d,d(a；(3)a是a,b,c,d中的最小值，那么，可以组成的不同的四位数
[image: image1791.wmf]abcd

的个数是_________．

12．在一个正六边形的六个区域种植观赏植物，要求同一块中种同一种植物，相邻的两块种不同的植物。现有4种不同的植物可供选择，则有　　　　　种载种方案．

13．10人围圆桌而，如果甲、乙二人中间相隔4人，有　　　　　种坐法．

14．
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的展开中，用
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记它的整数部分，
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记它的小数部分．求证：
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．问符合上要求的不同取法有多少种？

17．8人围张一张圆桌，其中
[image: image1803.wmf]A

、
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两人不得相邻，而
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、
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两人以必须相邻的不同围坐方式有多少种？

18．4对夫妇去看电影，8人坐成一排．若每位女性的邻座只能丈夫或另外的女性，共有多少种坐法？

19．求证：
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竞赛讲座21
-容斥原理

在一些计数问题中，经常遇到有关集合元素个数的计算。我们用|A|表示有限集合A的元素个数(新教材中用
[image: image1813.wmf]CardA

表示有限集合A的元素个数)。

原理一：给定两个集合A和B，要计算A∪B中元素的个数，可以分成两步进行：

第一步：先求出∣A∣+∣B∣（或者说把A，B的一切元素都“包含”进来，加在一起）；

第二步：减去∣A∩B∣（即“排除”加了两次的元素）

总结为公式：|A∪B|=∣A∣+∣B∣-∣A∩B∣。
原理二：给定三个集合A，B，C。要计算A∪B∪C中元素的个数，可以分三步进行：

第一步 求|A|+|B|+|C|；

第二步 减去|A∩B|，|A∩C|，|B∩C|；

第三步 加上|A∩B∩C|。

　　

例1 求不超过20的正整数中是2的倍数或3的倍数的数共有多少个。

例2 某班统计考试成绩，数学得90分上的有25人；语文得90分以上的有21人；两科中至少有一科在90以上的有38人。问两科都在90分以上的有多少人？ 

例3 某校组织棋类比赛，分成围棋、中国象棋和国际象棋三个组进行。参加围棋比赛的共有42人，参加中国象棋比赛的共有51人，参加国际象棋比赛的共有30人。同时参加了围棋和中国象棋比赛的共有13人，同时参加了围棋和国际象棋比赛的7人，同时参加了中国象棋和国际象棋比赛的11人，其中三种棋赛都参加的3人。问参加棋类比赛的共有多少人？

例4 边长分别为6，5，2的三个正方形，如图8—5所示放在桌面上。问它们盖住的面积是多大？

[image: image1814.jpg]



例5 求1到200的自然数中不能被2、3、5中任何一个数整除的数有多少？

练习题
1. 某班共有48名学生，都参加了语文兴趣小组或数学兴趣小组，其中参加语文兴趣小组的有30人，参加数学兴趣小组的有28人，问同时参加语文、数学兴趣小组的人数是多少．
2.纸片面积为7，一张边长为2的正方形纸片，把这两张纸片放在桌面上覆盖的面积为8，问两张纸片重合部分的面积是多少？
3. 不超过110且与110互质的自然数有几个？
　　

4. 求在1至1000的自然数中，不能被5或7整除的数有多少个。

　　

5. 某个班的全体学生进行短跑、游泳、篮球三个项目的测试，有4名学生在这三个项目上都没有达到优秀，其余每人至少有一个项目达到了优秀。这部分学生达到优秀的项目、人数如下表：
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　　求这个班的学生人数。
　
6.求在不超过100的自然数中，不是5的倍数，也不是7的倍数有多少个？
竞赛讲座22
  －应用题选讲
 应用题联系实际，生动地反映了现实世界的数量关系，能否从具体问题中归纳出数量关系，反映了一个人分析问题、解决问题的实际能力.

列方程解应用题，一般应有审题、设未知元、列解方程、检验、作结论等几个步骤.下面从几个不同的侧面选讲一部分竞赛题，从中体现解应用题的技能和技巧.

1.合理选择未知元

例1  （1983年青岛市初中数学竞赛题）某人骑自行车从A地先以每小时12千米的速度下坡后，以每小时9千米的速度走平路到B地，共用55分钟.回来时，他以每小时8千米的速度通过平路后，以每小时4千米的速度上坡，从B地到A地共用[image: image1816.png]


小时，求A、B两地相距多少千米？

解法1  （选间接元）设坡路长x千米，则下坡需[image: image1817.png]Zohof, LA Lot TR [“ ] ey, L [1%2]
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依题意列方程：

[image: image1818.png]



解之，得x=3.
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答：A、B两地相距9千米.

解法2（选直接元辅以间接元）设坡路长为x千米，A、B两地相距y千米，则有如下方程组

[image: image1820.png]
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解法3（选间接元）设下坡需x小时，上坡需y小时，依题意列方程组：
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例2  （1972年美国中学数学竞赛题）若一商人进货价便谊8%，而售价保持不变，那么他的利润（按进货价而定）可由目前的x%增加到(x+10)%，x等于多少？

解  本题若用直接元x列方程十分不易，可引入辅助元进货价M，则0.92M是打折扣的价格，x是利润，以百分比表示，那么写出售货价（固定不变）的等式，可得：
M（1+0.01x）=0.92M[1+0.01（x+10）].

约去M，得

1+0.01x=0.92[1+01.1（x+10）].

解之，得   x=15.

例3  在三点和四点之间，时钟上的分针和时针在什么时候重合？

分析  选直接元，设两针在3点x分钟时重合，则这时分针旋转了x分格，时针旋转了（x-15）分析，因为分针旋转的速度是每分钟1分格，旋转x分格需要[image: image1823.png]— =



分钟，时针旋转的速度是每分钟[image: image1824.png]


分格，旋转（x-15）分格要[image: image1825.png]T, T SRS B =162
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例4（1985年江苏东台初中数学竞赛题）从两个重为m千克和n千克，且含铜百分数不同的合金上，切下重量相等的两块，把所切下的每一块和另一种剩余的合金加在一起熔炼后，两者的含铜百分数相等，问切下的重量是多少千克？

解  采用直接元并辅以间接元，设切下的重量为x千克，并设m千克的铜合金中含铜百分数为q1，n千克的铜合金中含铜百分数为q2，则切下的两块中分别含铜xq1千克和xq2千克，混合熔炼后所得的两块合金中分别含铜[xq1+(n-x)q2]千克和[xq2+(m-x)q1]千克，依题意，有：
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2.多元方程和多元方程组

例5 （1986年扬州市初一数学竞赛题）A、B、C三人各有豆若干粒，要求互相赠送，先由A给B、C，所给的豆数等于B、C原来各有的豆数，依同法再由B给A、C现有豆数，后由C给A、B现有豆数，互送后每人恰好各有64粒，问原来三人各有豆多少粒？

解  设A、B、C三人原来各有x、y、z粒豆，可列出下表：
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则有：[image: image1828.png]A(x-y-z) =64,
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解得：x=104，y=56，z=32.

答：原来A有豆104粒，B有56粒，C有32粒.

例6（1985年宁波市初中数学竞赛题）某工厂有九个车间，每个车间原有一样多的成品，每个车间每天能生产一样多的成品，而每个检验员检验的速度也一样快，A组8个检验员在两天之间将两个车间的所有成品（所有成品指原有的和后来生产的成品）检验完毕后，再去检验另两个车间的所有成品，又用了三天检验完毕，在此五天内，B组的检验员也检验完毕余下的五个车间的所有成品，问B组有几个检验员？

解  设每个车间原有成品x个，每天每个车间能生产y个成品；则一个车间生产两天的所有成品为（x+2y）个，一个车间生产5天的所有成品为(x+5y)个，由于A组的8个检验员每天的检验速度相等，可得

[image: image1829.png]2x+2y) _ 2Ax+5)
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解得：x=4y

一个检验员一天的检验速度为：
[image: image1830.png]x+2y _dy+2y
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又因为B组所检验的是5个车间，这5个车间生产5天的所有成品为5(x+5y)个，而这5(x+5y)个成立要B组的人检验5天，所以B组的人一天能检验(x+5y)个.

因为所有检验员的检验速度都相等，所以，(x+5y)个成品所需的检验员为：
[image: image1831.png]3 3
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（人）.

答：B组有12个检验员.

3.关于不等式及不定方程的整数解

例7（1985年武汉市初一数学竞赛题）把若干颗花生分给若干只猴子，如果每只猴子分3颗，就剩下8颗；如果每只猴子分5颗，那么最后一只猴子得不到5颗，求猴子的只数和花生的颗数.

解：设有x只猴子和y颗花生，则：

                      y-3x=8,            ①

                      5x-y＜5，          ②

   由①得：y=8+3x,                       ③

③代入②得5x-(8+3x)＜5,

∴               x＜6.5

因为y与x都是正整数，所以x可能为6，5，4，3，2，1，相应地求出y的值为26，23，20，17，14，11.

经检验知，只有x=5，y=23和x=6，y=26这两组解符合题意.

答：有五只猴子，23颗花生，或者有六只猴子，26颗花生.

例8（1986年上海初中数学竞赛题）在一次射箭比赛中，已知小王与小张三次中靶环数的积都是36，且总环数相等，还已知小王的最高环数比小张的最高环数多（中箭的环数是不超过10的自然数），则小王的三次射箭的环数从小到大排列是多少？

[image: image1907.png]


 

 
解  设小王和小张三次中靶的环数分别是x、y、z和a、b、c,不妨设x≤y≤z，a≤b≤c，由题意，有：[image: image1832.png]vz =36,
abe = 36,

x+ytz=atbtc



 

因为环数为不超过10的自然数，首先有z≠10，否则与①式矛盾.

若设z=9,则由①知：xy=4,

∴x=2,y=2,或x=1,y=4,

∴x+y+z=13或x+y+z=14.

又由②及c＜z知，c|36，∴c=6，这时，ab=6.

∴a=2，b=3，或a=1，b=6

∴a+b+c=11或a+b+c=13

又由③知：x+y+z=a+b+c=13

∴取x=2，y=2，z=9.

答：小王的环数分别为2环，2环，9环.

例9（1980年苏联全俄第6届中学生物理数学竞赛题）一队旅客乘坐汽车，要求每辆汽车的乘客人数相等，起初，每辆汽车乘了22人，结果剩下一人未上车；如果有一辆汽车空车开走，那么所有旅客正好能平均分乘到其它各车上，已知每辆汽车最多只能容纳32人，求起初有多少辆汽车？有多少名旅客？

解  设起初有汽车k辆，开走一辆空车后，平均每辆车所乘的旅客为n名，显然，k≥2，n≤32，由题意，知：22k+1=n(k-1)，
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∴k-1=1，或k-1=23,

即k=2，或k=24.

当k=2时，n=45不合题意，

当k=24时,n=23合题意，

这时旅客人数为n(k-1)=529.

答：起初有24辆汽车，有529名旅客

4.应用题中的推理问题

竞赛中常见的应用题不一定是以求解的面目出现，而是一种逻辑推理型.解答这类题目不仅需要具备较强的分析综合能力，还要善于用准确简练的语言来表述自己正确的逻辑思维.

例10（1986年加拿大数学竞赛题）有一种体育竞赛共含M个项目，有运动员A、B、C参加，在每个项目中，第一、二、三名分别得p1、p2、p3分，其中p1、p2、p3为正整数且p1＞p2＞p3，最后A得22分，B与C均得9分，B在百米赛中取得第一，求M的值，并问在跳高中谁取得第二名？

分析  考虑三个得的总分，有方程：

M(p1+p2+p3)=22+9+9=40,           ①

又        p1+p2+p3≥1+2+3=6，    ②

∴6M≤M(p1+p2+p3)=40，从而M≤6.

由题设知至少有百米和跳高两个项目，从而M≥2，

又M|40，所以M可取2、4、5.

考虑M=2，则只有跳高和百米，而B百米第一，但总分仅9分，故必有：9≥p1+p3,∴≤8，这样A不可能得22分.

若M=4，由B可知：9≥p1+3p3，又p3≥1，所以p1≤6,若p1≤5，那么四项最多得20分，A就不可能得22分，故p1=6.

∵4（p1+p2+p3）=40,∴p2+p3=4.

故有：p2=3,p3=1,A最多得三个第一，一个第二，一共得分3×6+3=21＜22，矛盾.

若M=5，这时由5(p1+p2+p3)=40，得：

p1+p2+p3=8.若p3≥2，则：

p1+p2+p3≥4+3+2=9，矛盾，故p3=1.

又p1必须大于或等于5,否则,A五次最高只能得20分,与题设矛盾,所以p1≥5.

若p1≥6，则p2+p3≤2，这也与题设矛盾，∴p1=5，p2+p3=3，即p2=2，p3=1.

A=22=4×5+2.

故A得了四个第一，一个第二；

B=9=5+4×1，

故B得了一个第一，四个第三；

C=9=4×2+1，

故C得了四个第二，一个第三.

                             练 习五

1.选择题

（1）打开A、B、C每一个阀门，水就以各自不变的速度注入水槽.当所有三个阀门都打开时，注满水槽需1小时；只打开A、C两个阀门，需要1.5小时；如果只打开B、C两个阀门，需要2小时，若只打开A、B两个阀门时，注满水槽所需的小时数是（  ）.

（A）1.1 （B）1.1５  （C）1.2   （D）1.25      (E)1.75

（2）两个孩子在圆形跑道上从同一点A出发，按相反方向运动，他们的速度是每秒5英尺和每秒9英尺，如果他们同时出发并当他们在A点第一次再相遇的时候结束，那么他们从出发到结束之间相遇的次数是（  ）.

（A）13    （B）25     （C）44      （D）无穷多      （E）这些都不是

（3）某超级市场有128箱苹果，每箱至少120只，至多144只，装苹果只数相同的箱子称为一组，问其中最大一组的箱子的个数n，最小是（  ）

（A）4      （B）5     （C）6     （D）24      （E）25

（4）两个相同的瓶子装满酒精溶液，在一个瓶子中酒精与水的容积之比是p:1，而在另一个瓶子中是q:1，若把两瓶溶液混合在一起，混合液中的酒精与水的容积之比是（  ）.
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（5）汽车A和B行驶同样的距离，汽车A以每小时u千米行驶距离的一半并以每小时υ千米行驶另一半，汽车B以每小时u千米行驶所行时间的一半并以每小时υ千米行驶另一半，汽车A的平均速度是每小时x千米，汽车B的平均速度是每小时y千米，那么我们总有（  ）

（A）x≤y         (B)x≥y       (C)x＝y        (D)x＜y      (E)x＞y

2.填空题

（1）已知闹钟每小时慢4分钟，且在3点半时对准，现在正确时间是12点，则过正确时间______分钟，闹钟才指到12点上.

（2）若b个人c天砌f块砖，则c个人用相同的速度砌b块砖需要的天数是____.

（3）某人上下班可乘火车或汽车，若他早晨上班乘火车则下午回家乘汽车；又假若他下午回家乘火车则早晨上班乘汽车，在x天中这个人乘火车9次，早晨乘汽车8次，下午乘汽车15次，则x=_______.

（4）一个年龄在13至19岁之间的孩子把他自己的年龄写在他父亲年龄的后面，从这个新的四位数中减去他们年龄差的绝对值得到4289，他们年龄的和为______.

（5）一个城镇的人口增加了1200人，然后这新的人口又减少了11%，现在镇上的人数比增加1200人以前还少32人，则原有人口为_____人.

3.（1982-1983年福建省初中数学竞赛题）一个四位数是奇数，它的首位数字小于其余各位数字，而第二位数字大于其余各位数字，第三位数字等于首末两位数字之和的二倍，求此四位数.

4.（第2届《祖冲之杯》）甲乙两人合养了几头羊，而每头羊的卖价又恰为n元，两人分钱方法如下：先由甲拿10元，再由乙拿10元，如此轮流，拿到最后，剩下不足十元，轮到乙拿去，为了平均分配，甲应该分给乙多少钱？

5.（1986年湖北省荆州地区初中数学竞赛题）完成同一工作，A独做所需时间为B与C共同工作所需时间的m倍，B独做所需时间为A与C共同工作所需时间的n倍，C独做所需时间为A与B共同工作所需时间的x倍，用m，n表示出x来.

6.（1988年江苏省初中数学竞赛题）今有一个三位数，其各位数字不尽相同，如将此三位数的各位数字重新排列，必可得一个最大数和一个最小数（例如，427，经重新排列得最大数742，最小数247），如果所得最大数与最小数之差就是原来的那个三位数，试求这个三位数.

7.（1978年四川省数学竞赛题）某煤矿某一年产煤总量中，除每年以一定数量的煤作为民用、出口等非工业用途外，其余留作工业用煤，按照该年度某一工业城市的工业用煤总量为标准计算，可供这样的三个工业城市用六年，四个这样的城市用五年（当然每年都要除去非工业用煤的那一个定量），问如果只供一个城市的工业用煤，可以用多少年？

 

练习五
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     ③１６  ④５９岁    ⑤１０００

３．设从首位起，各位数字顺次为ａ，ｂ，ｃ，ｄ，则ａ＜ｂ，ａ＜ｃ，ａ＜ｄ，且ｃ＜ｄ，ｄ＜ｂ．又ｃ＝２（ａ＋ｄ）．且２≤ｃ≤８，故２≤２（ａ＋ｄ）≤８．∵ｄ为奇数，ａ≠０，∵ａ＝１，ｄ＝３．这时ｃ＝２（ａ＋ｄ）＝８，ｂ＝９．

４．略．

５．设Ａ、Ｂ、Ｃ单独完成同一工作所需时间分别为ａ、ｂ、ｃ，则单位时间他们可分别完成全部工作的[image: image1837.png]B[ —
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、[image: image1839.png]


，依题意

有：[image: image1840.png]



由上面三式，可得：[image: image1841.png]mtn+2

=1




６．设三位数为[image: image1842.png]


，重排后最大数为[image: image1843.png]ABC(A2B>C,A40),



则最小数为[image: image1844.png]CBA



于是有[image: image1845.png]


由于Ｃ＜Ａ，由上式有１０＋Ｃ－Ａ＝ｚ，１０＋（Ｂ－１）－Ｂ＝ｙ，（Ａ－１）－Ｃ＝ｘ．可求得ｙ＝９，ｘ＝４，ｚ＝５．

７．设该煤矿该年度产煤总量为ｘ，每年非工业用煤量为ｙ，该工业城市该年工业用煤量为ｚ，并设只供这样一个城市工业用煤可用ｐ年，由题意得方程组：

[image: image1846.png]3z +6y =182 + 6.
4z + 5y = 202 +5y.
b2l




　　　　①　②　③

由①与②得ｙ＝２ｚ．　　　　　　　④

从①、③、④三式中消去ｘ、ｙ、ｚ，得
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