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学而思教育·学习改变命运 思考成就未来！                 高考网www.gaokao.com
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推理与证明



（一）合情推理与演绎推理


1．了解合情推理的含义，能利用归纳和类比等进行简单的推理，了解合情推理在数学发现中的作用。


2．了解演绎推理的重要性，掌握演绎推理的基本模式，并能运用它们进行一些简单推理。


3．了解合情推理和演绎推理之间的联系和差异。


（二）直接证明与间接证明


1．了解直接证明的两种基本方法：分析法和综合法；了解分析法和综合法的思考过程、特点。


2．了解间接证明的一种基本方法──反证法；了解反证法的思考过程、特点。


（三）数学归纳法


了解数学归纳法的原理，能用数学归纳法证明一些简单的数学命题.
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1．推理与证明的内容是高考的新增内容，主要以选择填空的形式出现。


2．推理与证明与数列、几何、等有关内容综合在一起的综合试题多。


第1课时   合情推理与演绎推理


[image: image417.wmf][image: image15]


1. 推理一般包括合情推理和演绎推理；


2.合情推理包括          和          ； 


归纳推理：从个别事实中推演出                  ，这样的推理通常称为归纳推理；归纳推理的思维过程是：             、           、               .


类比推理：根据两个（或两类）对象之间在某些方面的相似或相同，推演出它们在其它方面也       或         ，这样的推理称为类比推理，类比推理的思维过程是：             、           、               .


3.演绎推理：演绎推理是            ，按照严格的逻辑法则得到的              推理过程；三段论常用格式为：①M是P，②          ，③S是P；其中①是          ，它提供了一个个一般性原理；②是          ，它指出了一个个特殊对象；③是          ，它根据一般原理，对特殊情况作出的判断.


4.合情推理是根据已有的事实和正确的结论（包括定义、公理、定理等）、实验和实践的结果，以及个人的经验和直觉等推测某些结果的推理过程，归纳和类比是合情推理常用的思维方法；在解决问题的过程中，合情推理具有猜测和发现结论、探索和提供思路的作用，有得于创新意识的培养。演绎推理是根据已有的事实和正确的结论，按照严格的逻辑法则得到的新结论的推理过程．
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例1. 已知：[image: image23.wmf]2
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通过观察上述两等式的规律，请你写出一般性的命题：


________________________________________=[image: image27.wmf]2

3

（ * ）并给出（ * ）式的证明.


解：一般形式: [image: image29.wmf]2
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证明：左边 = [image: image31.wmf]2
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变式训练1：设[image: image45.wmf])
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解：[image: image50.wmf]x
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，由归纳推理可知其周期是4


例2. 在平面上，我们如果用一条直线去截正方形的一个角，那么截下的一个直角三角形，


按图所标边长，由勾股定理有：[image: image53.wmf].
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[image: image419.emf]设想正方形换成正方体，把截线换成如图的截面，这时从正方体上截下三条侧棱两两垂直的三棱锥O—LMN，如果用[image: image55.wmf]3
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解：[image: image61.wmf]2
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变式训练2：在△ABC中，若∠C=90°，AC=b,BC=a，则△ABC的外接圆的半径[image: image63.wmf]2
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，把上面的结论推广到空间，写出相类似的结论。


答案：本题是“由平面向空间类比”。考虑到平面中的图形是一个直角三角形，


所以在空间中我们可以选取有3个面两两垂直的四面体来考虑。


取空间中有三条侧棱两两垂直的四面体A—BCD，且AB=a，AC=b，AD=c，


则此三棱锥的外接球的半径是[image: image68.wmf]2
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例3. 请你把不等式“若[image: image70.wmf]2
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答案： 推广的结论：若 [image: image73.wmf]n

a

a

a

,

,

,

2

1

L

都是正数，


 [image: image75.wmf]n

n

n

n

a

a

a

a

a

a

a

a

a

a

a

L

L

+

+

³

+

+

+

-

2

1

1

2

1

2

3

2

2

2

2

1




证明： ∵[image: image77.wmf]n
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变式训练3：观察式子：[image: image86.wmf]4
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C、[image: image91.wmf]n
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答案：C。解析：用n=2代入选项判断。


例4. 有一段演绎推理是这样的：“直线平行于平面,则平行于平面内所有直线；已知直线


[image: image96.wmf]b

Í

/

平面[image: image97.wmf]a

，直线[image: image98.wmf]a

¹

Ì

平面[image: image99.wmf]a

，直线[image: image100.wmf]b
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，则直线[image: image102.wmf]b

∥直线[image: image103.wmf]a

”的结论显然是错误的，这是因为            （    ）


A.大前提错误    B.小前提错误      C.推理形式错误       D.非以上错误


答案：A。解析：直线平行于平面,并不平行于平面内所有直线。


变式训练4：“[image: image107.wmf]Q

AC,BD是菱形ABCD的对角线，[image: image108.wmf]\

AC,BD互相垂直且平分。”补充以上推理的大前提是                  。


答案：菱形对角线互相垂直且平分


[image: image420.emf]第2课时    直接证明与间接证明⑴



1.直接证明：直接从原命题的条件逐步推得结论成立,这种证明方法叫直接证明；


直接证明的两种基本方法——分析法和综合法


⑴ 综合法 ——             ；⑵分析法 ——             ；  


2. 间接证明：间接证明是不同于直接证明的又一类证明方法，反证法是一种常用的间接证明方法；反证法即从           开始，经过正确的推理，说明假设错误，从而证明了原命题成立，这样的证明方法叫做反证法（归谬法）.
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求证：[image: image121.wmf]c
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中至少有一个大于0。


答案：（用反证法）
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∴[image: image131.wmf]2
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变式训练1：用反证法证明命题“[image: image137.wmf]ab
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答案：a,b中没有一个能被5整除。解析：“至少有n个”的否定是“最多有n-1个”。


例2. △ABC的三个内角A、B、C成等差数列，
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∵△ABC三个内角A、B、C成等差数列。∴B=60°。
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变式训练2：用分析法证明：若a>0，则[image: image158.wmf]2
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解：（1）证明：用数学归纳法证明．
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（3）证明：由[image: image208.wmf]22
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，得

[image: image209.wmf]1
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所以[image: image210.wmf]2
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1
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L
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，

于是[image: image211.wmf]2222
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n
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n

aaaaa
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L

≤
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，

故当[image: image212.wmf]3

n

≥

时，[image: image213.wmf]2

11

113

22

n

n

T

-

<++++<

L

，

又因为[image: image214.wmf]123

TTT

<<

，

所以[image: image215.wmf]3

n

T

<

．

推理与证明章节测试题
1.考察下列一组不等式： [image: image216.wmf],
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   [image: image217.wmf],
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   [image: image218.wmf]L
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.将上述不等式在左右两端仍为两项和的情况下加以推广，使以上的不等式成为推广不等式的特例，则推广的不等式可以是           .

2． 已知数列[image: image219.wmf]{

}

n

a

满足[image: image220.wmf]1

2

a

=

，[image: image221.wmf]1

1

1

n

n

n

a

a

a

+

+

=

-

（[image: image222.wmf]*

n

Î

N

），则[image: image223.wmf]3

a

的值为             ， [image: image224.wmf]1232007

aaaa

××××

L

的值为               ． 
3. 已知[image: image225.wmf]2()

(1),(1)1

()2

fx

fxf
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+

 [image: image226.wmf]*

xN
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）

，猜想[image: image227.wmf](

fx

）

的表达式为（     ）

A.[image: image228.wmf]4

()

22

x

fx

=

+

；    B.[image: image229.wmf]2

()

1

fx

x

=

+

；     C.[image: image230.wmf]1

()

1

fx

x

=

+

；    D.[image: image231.wmf]2

()

21

fx

x

=

+

.

4. 某纺织厂的一个车间有技术工人[image: image232.wmf]m

名（[image: image233.wmf]mN

*

Î

），编号分别为1、2、3、……、[image: image234.wmf]m

，有[image: image235.wmf]n

台（[image: image236.wmf]nN

*

Î

）织布机，编号分别为1、2、3、……、[image: image237.wmf]n

，定义记号[image: image238.wmf]ij

a

：若第[image: image239.wmf]i

名工人操作了第[image: image240.wmf]j

号织布机，规定[image: image241.wmf]1

ij

a

=

，否则[image: image242.wmf]0

ij

a

=

，则等式[image: image243.wmf]4142434

3

n

aaaa

++++=

LL

的实际意义是（     ）

A、第4名工人操作了3台织布机；          B、第4名工人操作了[image: image244.wmf]n

台织布机；

C、第3名工人操作了4台织布机；          D、第3名工人操作了[image: image245.wmf]n

台织布机.

5. 已知[image: image246.wmf]*
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fnnN
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=++++Î

L

，计算得[image: image247.wmf]3

(2)

2

f

=

，[image: image248.wmf](4)2

f

>

，[image: image249.wmf]5

(8)

2

f

>

，[image: image250.wmf](16)3

f

>

，[image: image251.wmf]7

(32)

2

f

>

，由此推测：当[image: image252.wmf]2

n

³

时，有                    
[image: image422.emf]6. 观察下图中各正方形图案，每条边上有[image: image253.wmf](2)

nn

³

个圆圈，每个图案中圆圈的总数是[image: image254.wmf]n

S

，按此规律推出：当[image: image255.wmf]2

n

³

时，[image: image256.wmf]n

S

与[image: image257.wmf]n

的关系式           
[image: image258.wmf]24

nS

==

       [image: image259.wmf]38

nS

==

        [image: image260.wmf]412

nS

==


7. 观察下式：1=12，2+3+4=32，3+4+5+6+7=52，4+5+6+7+8+9+10=72，…，则可得出一般结论：      .

8.函数[image: image261.wmf]()

fx

由下表定义：

	[image: image262.wmf]x


	[image: image263.wmf]2


	[image: image264.wmf]5


	[image: image265.wmf]3


	[image: image266.wmf]1


	[image: image267.wmf]4



	[image: image268.wmf]()

fx


	[image: image269.wmf]1


	[image: image270.wmf]2


	[image: image271.wmf]3


	[image: image272.wmf]4


	[image: image273.wmf]5




若[image: image274.wmf]0

5

a

=

，[image: image275.wmf]1

()

nn

afa

+

=

，[image: image276.wmf]0,1,2,

n

=

L

，则[image: image277.wmf]2007

a

=

                 ．

9.在一次珠宝展览会上,某商家展出一套珠宝首饰,第一件首饰是1颗珠宝, 第二件首饰是由6颗珠宝构成如图1所示的正六边形, 第三件首饰是由15颗珠宝构成如图2所示的正六边形, 第四件首饰是由28颗珠宝构成如图3所示的正六边形, 第五件首饰是由45颗珠宝构成如图4所示的正六边形, 以后每件首饰都在前一件上,按照这种规律增加一定数量的珠宝,使它构成更大的正六边形,依此推断第6件首饰上应有_______颗珠宝;则前[image: image278.wmf]n

件首饰所用珠宝总数为_      颗.(结果用[image: image279.wmf]n

表示)

[image: image423.png]i3
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10.将正奇数按下表排成5列

	
	第1列
	第2列
	第3列
	第4列
	[image: image424.png]


第5列

	第1行
	
	1
	3
	5
	7

	第2行
	15
	13
	11
	9
	

	第3行
	
	17
	19
	21
	23

	……
	
	……
	27
	25
	


那么2003应该在第              行，第          列。

11． 如右上图，一个小朋友按如图所示的规则练习数数，1大拇指，2食指，3中指，4无名指，5小指，6无名指，[image: image280.wmf]...

，一直数到2008时，对应的指头是             (填指头的名称). 

12.在数列1，2，2，3，3，3，4，4，4，4，……中，第25项为_____．

[image: image425.png]%
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13．观察下列的图形中小正方形的个数，则第n个图中有               个小正方形.
14．同样规格的黑、白两色正方形瓷砖铺设的若干图案，则按此规律第n个图案中需用黑色瓷砖___________块．（用含n的代数式表示）


15.如图所示，面积为[image: image281.wmf]S

的平面凸四边形的第[image: image282.wmf]i

条边的边长记为[image: image283.wmf](

)

1,2,3,4

i

ai

=

，此四边形内任一点[image: image284.wmf]P

到第[image: image285.wmf]i

条边的距离记为[image: image286.wmf](

)

1,2,3,4

i

hi

=

，若[image: image287.wmf]3

124

1234

a

aaa

k

====

，则.[image: image288.wmf](

)

4

1

2

i

i

S

ih

k

=

=

å

类比以上性质,体积为[image: image289.wmf]V

的三棱锥的第[image: image290.wmf]i

个面的面积记为[image: image291.wmf](

)

1,2,3,4

i

Si

=

, 此三棱锥内任一点[image: image292.wmf]Q

到第[image: image293.wmf]i

个面的距离记为[image: image294.wmf](

)

1,2,3,4

i

Hi

=

,若[image: image295.wmf]3

124

1234

S

SSS

K

====

,  则[image: image296.wmf](

)

4

1

i

i

iH

=

=

å

 (  B  )       

A.[image: image297.wmf]4

V

K

        B. [image: image298.wmf]3

V

K

         C. [image: image299.wmf]2

V

K

        D. [image: image300.wmf]V

K

                             16.设O是[image: image301.wmf]ABC

V

内一点，[image: image302.wmf]ABC

V

三边上的高分别为[image: image303.wmf],,

ABC

hhh

，O到三边的距离依次为[image: image304.wmf],,

abc

lll

，则[image: image305.wmf]abc

ABC

lll

hhh

++=

__ _______，类比到空间，O是四面体ABCD内一点，四顶点到对面的距离分别为[image: image306.wmf],,,

ABCD

hhhh

，O到这四个面的距离依次为[image: image307.wmf],,,

abcd

llll

，则有_      __  
17．在[image: image308.wmf]Rt

ABC

D

中，两直角边分别为[image: image309.wmf]a

、[image: image310.wmf]b

，设[image: image311.wmf]h

为斜边上的高，则[image: image312.wmf]222

111

hab

=+

，由此类比：三棱锥[image: image313.wmf]SABC

-

中的三条侧棱[image: image314.wmf]SA

、[image: image315.wmf]SB

、[image: image316.wmf]SC

两两垂直，且长度分别为[image: image317.wmf]a

、[image: image318.wmf]b

、[image: image319.wmf]c

，设棱锥底面[image: image320.wmf]ABC

上的高为[image: image321.wmf]h

，则               ．

18、若数列[image: image322.wmf]{

}

n

a

是等差数列，对于[image: image323.wmf])

(

1

2

1

n

n

a

a

a

n

b

+

+

+

=

L

，则数列[image: image324.wmf]{

}

n

b

也是等差数列。类比上述性质，若数列[image: image325.wmf]{

}

n

c

是各项都为正数的等比数列，对于[image: image326.wmf]0

>

n

d

，则[image: image327.wmf]n

d

=         时，数列[image: image328.wmf]{

}

n

d

也是等比数列。
19．已知△ABC三边a，b，c的长都是整数，且[image: image329.wmf]abc

≤

≤

，如果b＝m（m[image: image330.wmf]Î

N*），则这样的三角形共有     个（用m表示）．

20．如图的三角形数阵中，满足：（1）第1行的数为1；（2）第n（n≥2)行首尾两数均为n，其余的数都等于它肩上的两个数相加．则第n行(n≥2)中第2个数是________（用n表示）.

[image: image331.wmf]1
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21．在△ABC中，[image: image332.wmf]C

B

C

B

A

cos

cos

sin

sin

sin

+

+

=

，判断△ABC的形状并证明.

22．已知a、b、c是互不相等的非零实数.若用反证法证明三个方程ax2+2bx+c=0，bx2+2cx+a=0，cx2+2ax+b=0至少有一个方程有两个相异实根.应假设           

23.[image: image333.wmf]ABC

D

中，已知[image: image334.wmf]B

a

b

sin

3

2

3

=

，且[image: image335.wmf]C

A

cos

cos

=

，求证：[image: image336.wmf]ABC

D

为等边三角形。

24．如图，[image: image337.wmf])
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P

、[image: image338.wmf])
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P

、…、[image: image339.wmf])
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P

[image: image340.wmf])
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y
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 是曲线[image: image341.wmf]C

：[image: image342.wmf])

0

(

3

2

³

=
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x

y

上的[image: image343.wmf]n

个点，点[image: image344.wmf])
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,
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i

i

a

A

（[image: image345.wmf]n

i

L

3

,
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,

1

=

）在[image: image346.wmf]x

轴的正半轴上，且[image: image347.wmf]i

i

i

P

A

A

1

-

D

是正三角形（[image: image348.wmf]0

A

是坐标原点）．

（1）写出[image: image349.wmf]1

a

、[image: image350.wmf]2

a

、[image: image351.wmf]3

a

；

（2）求出点[image: image352.wmf])
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,

(

n

n

a

A

（[image: image353.wmf]n

*

Î

N

）的横坐标[image: image354.wmf]n

a

关于[image: image355.wmf]n

的表达式并证明.

推理与证明章节测试题答案
1. [image: image356.wmf]*
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3． [image: image357.wmf]1
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3. B.
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5.[image: image358.wmf]*
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6. [image: image359.wmf]22
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7.[image: image360.wmf]2*
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9.[image: image361.wmf]*

(1)(41)

6

nnn

nN

+-

Î


10.251,3
12． 食指 

12.在数列1，2，2，3，3，3，4，4，4，4，……中，第25项为__7____．

13．[image: image362.wmf]2
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14． [image: image363.wmf]48

n
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15、B提示:平面面积法类比到空间体积法
16． 1.  提示：平面面积法类比到空间体积法
17．．[image: image364.wmf]2222
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18、[image: image365.wmf]*
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提示：等差数列类比到等比数列，算术平均数[image: image366.wmf])
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类比到几何平均数[image: image367.wmf]*
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19．[image: image368.wmf](1)
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20．[image: image369.wmf]2
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       [image: image371.wmf])
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       [image: image372.wmf]0
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     [image: image373.wmf]2
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     所以三角形ABC是直角三角形

22． 三个方程中都没有两个相异实根    

  证明：假设三个方程中都没有两个相异实根，

则Δ1=4b2－4ac≤0，Δ2=4c2－4ab≤0，Δ3=4a2－4bc≤0.

相加有a2－2ab+b2+b2－2bc+c2+c2－2ac+a2≤0，

（a－b）2+（b－c）2+（c－a）2≤0.









  ①

由题意a、b、c互不相等，∴①式不能成立.

∴假设不成立，即三个方程中至少有一个方程有两个相异实根.

方法总结：反证法步骤—假设结论不成立→推出矛盾→假设不成立.
凡是“至少”、“唯一”或含有否定词的命题适宜用反证法.
23.解: 分析：由[image: image374.wmf]3
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       由[image: image375.wmf]C
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      所以[image: image377.wmf]ABC

D

为等边三角形

24.如图，[image: image378.wmf])
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、[image: image379.wmf])
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、…、[image: image380.wmf])
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[image: image381.wmf])
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 是曲线[image: image382.wmf]C

：[image: image383.wmf])
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上的[image: image384.wmf]n

个点，点[image: image385.wmf])
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（[image: image386.wmf]n
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）在[image: image387.wmf]x

轴的正半轴上，且[image: image388.wmf]i

i
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P

A

A
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-

D

是正三角形（[image: image389.wmf]0

A

是坐标原点）．

（1）写出[image: image390.wmf]1

a

、[image: image391.wmf]2

a

、[image: image392.wmf]3

a

；

（2）求出点[image: image393.wmf])
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横坐标[image: image395.wmf]n
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关于[image: image396.wmf]n

的表达式并证明.

解:（Ⅰ）[image: image397.wmf];
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下面用数学归纳法予以证明：
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即当[image: image412.wmf]1
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时，命题成立．


 由（1）、（2）知：命题成立．……………….10分
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