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进入虚拟课堂
高三数学同步辅导教材（第2讲）

一、本讲进度  

导数、多项式函数的导数

 2.1导数的背景  2.2导数的概念  2.3多项式

函数的导数，课本P30～39

二、学习指导

   本讲通过运动物体在某一时刻的瞬时速度（
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）、曲线在某一点处的切线的斜率（
[image: image3.wmf]0

lim

®

D

x



 EMBED Equation.3  [image: image4.wmf]x

y

D

D

）、生产的边际成本（
[image: image5.wmf]0

lim

®

D

q



 EMBED Equation.3  [image: image6.wmf]q

c

D

D

）三个实例（ 也导数的三个重要应用，特别地，曲线在某一点处切线的斜率即是导数的几何意义）.抽象出它们共同的、实质性的东西：函数的变化量△y与自变量的变化△x的比值当△x→0时的极限，并定义为函数f(x)在这一点处的导数.（课本P33页）并进而定义了导函数（简称导数）（课本P34页）.

   导数应用很广泛，经常需要求导，如果都用定义求一遍，不胜其烦，人们就用定义推导出一些常见函数的导函数，并作为公式加以应用.课本内只介绍了两个求导公式：C/=0，及
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（n为正整数）课P36已予推导；两个法则：[f(x)±g(x) ]/=
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(x)±g/(x). [Cf（x）]/=C
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(x) .请同学们根据定义自行证明一下上述两个法则后再往下看：

[f(x)±g(x) ]/= 
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有了这些工具，我们就能求出一切多项式函数的导数了.

另外，∵
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当△x很小时，可把它作为一个简单易记的近似计算公式。

三、典型例题讲评

例1．n∈N*求函数y=x—n（x≠0）的导函数

我们现在除了两个基本公式和两个法则之外，只有定义可用，本题应用导数定义无疑。

 y/=
[image: image33.wmf]0

lim

>

D

x



 EMBED Equation.3  [image: image34.wmf]x

x

x

x

n

n

D

-

D

+

1

)

(

1

=
[image: image35.wmf]0

lim

>

D

x



 EMBED Equation.3  [image: image36.wmf]n

n

n

n

x

x

x

x

x

x

x

)

(

)

(

D

+

×

×

D

D

+

-


  =
[image: image37.wmf]0

lim

>

D

x



 EMBED Equation.3  [image: image38.wmf]n

n

n

n

n

n

n

n

n

n

x

x

x

x

x

x

x

C

x

x

C

x

x

C

)

(

)

)

(

)

(

...

)

(

(

1

1

2

2

2

1

/

D

+

×

D

D

+

D

+

+

D

+

D

-

-

-

-

-


 =－
[image: image39.wmf]0

lim

>

D

x



 EMBED Equation.3  [image: image40.wmf]n

n

n

n

n

n

n

x

x

x

x

x

x

C

x

C

)

(

)

(

...

1

2

2

1

/

D

+

D

+

+

D

+

-

-

-


 =－
[image: image41.wmf]1

+

n

x

n

=－
[image: image42.wmf])

1

(

+

-

n

nx

.

上述结果的形式与
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有何关系？你能否据此猜度
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是什么（α∈R）？

例2．求过抛物线y=ax2+bx+c（a≠0）上一点P（x0，y0）处的切线方程，并由此证实抛物线的光学性质。

为求斜率，先求导函数：y/=2ax+b，故切线方程为y－y0=(2ax0+b)(x－x0)即

y=(2ax0+b)x－ax
[image: image46.wmf]2
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+c，亦即y=(2ax0+b)x－ax
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  抛物线焦点：F（－
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）它关于切线的对称点之横坐标当x0，说明从焦点发出的光线射到（x0，y0）经抛物面反射后反射光线平行于对称轴，反之亦然。

要求过曲线上一点处的切线方程，一般先求出该点的导数值（斜率），再用点斜式写出后化简，同时我们还可以据此写出该点处的法线方程。

例3．求函数y=x4+x－2 图象上的点到直线y=x－4的距离的最小值及相应点的坐标.

首先由
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得x4+2=0    知，两曲线无交点.
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y/=4x3+1要与已知直线平行，须4x3+1=1，x=0.

故切点：（0 , －2）.  d=
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 一般地，当直线l与y=f(x)的图像无交点时，

与l平行的切线与l间距离应为图像上点到l的

距离的最值，以最小值为例（如图）与l平行的

直线若与曲线y=f(x)相交，（A为一交点），则l/

与l间必存在y=f(x)上的点C，显然，C点到l

的距离小于l与l/间的距离，亦即A到l的距离.

当然，我的也可用参数直接考虑：设(x0，x
[image: image54.wmf]4
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+x0－2)为y=f(x)图象上任意一点，它到l的距离d= 
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故距离最小值为
[image: image59.wmf]2

.

上述等号当且仅当x0=0时取得故相应点坐标为（0，-2）.

例4．物体在地球上作自由落体运动时，下落距离S=
[image: image60.wmf]2
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gt2其中t为经历的时间，g=9.8m/s2，若V=
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=g=9.8m/s，则下列说法正确的是（   ）

（A）0～1s时间段内的速率为9.8m/s.

（B）在1～1+△ts时间段内的速率为9.8m/s.

（C）在1s末的速率为9.8m/s
（D）若△t＞0，则9.8m/s是1～1+△ts时段的速率.

若△t＜0，则9.8m/s是1+△ts～1时段的速率.

本例旨在强化对导数意义的理解，无论是从相限的本质，还是从导数的物理意义考虑，都应选（C），但值得指出的是：
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例5．定义在（α、β）上的函数f(x)满足f(1)=2，
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(1)=3. （α＜1＜β）.

（1）求
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本题无具体的函数解析式，但所求两极限的形式很象导数的定义，故项往导数定义的形式上去凑，这就需要设法把x→1转化为△x→0的形式.
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例6．曲线：y=ax3+bx2+cx+d在（0，1）点处的切线为l1：y=x+1 在（3,4）点处的切线为l2：y=－2x+10，求曲线C的方程.

已知两点均在曲线C上.    ∴
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y/=3ax2+2bx+c    
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(0)=C   
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(3)=27a+6b+c
l1：y=cx+1     l2：y=(27a+6b+c)(x－3)+4

与已知比较，分别求出d=1，c=1，a=－
[image: image92.wmf]3
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，b=1.

求曲线过一点处的切线，先求斜率——即导函数在x0处的值，再用点斜式写出化简.

四、巩固练习

 1．A选择题

（1）曲线y=x3在P点处的切线斜率为k,若k=3，则P点为（   ）

（A）（－2，－8）        （B）（－1，－1）或（1，1） 

（C）（2，8）             （D）（－
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（2）一质点在运动中经过的路程S和经历的时间t有关系S=5－3t2，则它在[1,+△t]内的平均速度为（   ）

（A）3△t+6      （B）－3△t+6   （C）3△t－6    （D）－3△t－6

（3）曲线y=
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x3－x2+5，过其上横坐标为1的点作曲线的切线，则切线的倾斜角为（    ）

（A）
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   （D）
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（4）过曲线y=x2上一点作切线与直线3x－y+1=0交成450角，则切点坐标为（   ）

（A）（－1，1）              （B） （
[image: image100.wmf]4
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，
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）或（1，1）

（C）（
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，
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）或（－1，1） （D）（－1，1）或（1，1）

2B. 求过点P（2，2）且与曲线y=x2相切的直线方程.

3A. 已知函数f(x)=x2(x－1)，若
[image: image104.wmf])
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x
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=x0，求x0的值.

4B.路灯距地面8m，一身高1.6m的人沿穿过灯下的直路以84m/min的速度行走，则人影长度变化速率是多少？（要求以m/s为单位）

5B.已知直线y=3x+1是曲线y=x3－2x+a的一条切线，求a的值.

6B.已知f(x)=(x－a)(x－b)，g(x)=cx+d.（ a、b、c、d为常数），G(x)=f(x)g(x). 求证：G/x=f/xg(x)+f(x)g/(x)

7C.当f(x)，g(x)为其它可导函数时，上题结论能否成立？能成立，请用定义证明，不能成立，试举一反例说明.

8B.设曲线S：y=x3－6x2－x+6，S在哪一点处的切线斜率最小？设此点为P（x0，y0）求证：曲线S关于P点中心对称.

9B.已知函数f(x)=x2+ax+b，g(x)=x2+cx+d. 若f(2x+1)=4g(x)，且f/x=g/(x)，f(5)=30，求g(4).

10.B.曲线y=x(x+1)(2－x)上有一点P，它的坐标均为整数，且过P点的切线斜率为正数，求此点坐标及相应的切线方程.

11.C.已知函数y=x3+ax2+bx+c的图像过点P（1,2）.过P点的切线与图象仅P点一个公共点，又知切线斜率的最小值为2，求f(x)的解析式.

12．C．已知f(x)是R上的可导函数.

（1）f(－x)在x=a处的导数值与f(x)在x=－a处的导数值有什么关系？

（2）若f(x)为偶函数，
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五、参考答案

1．（1）y/=3x2，令3x2=3，知k=±1，故选（B）

（2）
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（3）y/=x2－2x.  当x=1时，y/=－1    选（D）

（4）
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2．y/=2x，过其上一点（x0，x
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）的切线方程为

   y－x
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=2x0(x－x0)，过P（2，2），故2－x
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3．f(x)=x3－x2，
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6．f(x)=x2－(a+b)x+ab   
[image: image132.wmf])

(

/

x

f

=2x－(a+b).
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=c
 ∴
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g(x)+f(x) 
[image: image135.wmf])
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/

x

g

=[2x－(a+b)](cx+d)+c(x2－(a+b)x+ab)=3cx2+2(d－ac－bc)x+abc－ad－bd.

又G(x)=[x2－(a+b)x+ab](d+cx)

     =cx3+(d－ac－bc)x2+(abc－ab－bd)x+abd.

  ∴G/(x)=3cx2+2(d－ac－bc)x+abc－ad－bd
∴G/(x)= 
[image: image136.wmf])
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f

g(x)+f(x) 
[image: image137.wmf])
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.
7．结论[f(x)g(x)]/=f/(x)g(x)+f(x)g/(x)仍成立，证明如下：

[f(x)g(x)]/=
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8．y/=3x2－12x－1当x=2时有最小值.故P：（2, －12）.

S在（2，－12）处的切线斜率最小，为－13.

又y=(x－2+2)3－6(x－2+2)2－(x－2+2)+6

   =(x－2)3－13(x－2) －12

故曲线C的图象按向量
[image: image148.wmf]a

=(－2，+12)平移后方程为y/=x
[image: image149.wmf]3

/

－13x/为奇数，关于原点对称，故P（2，－12）为曲线S的对称中心.

9．由已知(2x+1)2+a(2x+1)+b=4(x2+cx+d)
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x

f

=2x+a   
[image: image152.wmf])
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x

g

=2x+c   ∴a=c ③

又知52+5a+b=30        ∴5a+b=5  ④  

由①③知a=c=2. 依次代入④、②知b=－5，

d=－
[image: image153.wmf]2
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    g(4)=42+2×4－
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1

=23
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10．y=－x3+x2+2x     y/=－3x2+2x+2

  令y/＞0   知x∈(
[image: image156.wmf]3

7

1

-

，
[image: image157.wmf]3
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+

)

  又x∈z  ∴x=0或1     ∴P点坐标为（0，0）或（1，2）.

切线斜率k=2或1，

切线方程为y=2x或y=x+1.

11．y/=3x2+2ax+b    
[image: image158.wmf])
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(
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f

=3+2a+b
过P点切线方程y－2=(3+2a+b)(x－1)   与y=x3+ax2+bx+c
联立，并注意到曲线过点P（1，2）知a+b+c=1

 x3+ax2－(3+2a)x+2+a=0     即(x－1)(x2+(a+1)x－2－a)=0

令(a+1)2+4(2+a)=(a+3)2≤0  知a=－3.

b－
[image: image159.wmf]3

4

)

2

(

2

´

a

=2，b=5， c=1－5+3=－1.

∴f(x)=x3－3x2+5x－1.
12．互为相反数.

f(－x)在x=－a处的导数值为
[image: image160.wmf]0

lim

®

D

x



 EMBED Equation.3  [image: image161.wmf]x

a

f

x

a

f

D

-

-

-

D

+

-

-

)]

(

[

)]

(

[


=
[image: image162.wmf]0

lim

®

D

x



 EMBED Equation.3  [image: image163.wmf]x

a

f

x

a

f

D

-

D

-

)

(

)

(

=－
[image: image164.wmf]0

lim

®

D

-

x



 EMBED Equation.3  [image: image165.wmf]x

a

f

x

a

f

D

-

-

D

-

)

(

)

(

=－
[image: image166.wmf])

(

/

a

f

.

(2) 
[image: image167.wmf])

(

/

x

f

是奇函数,这是因为


[image: image168.wmf])

(

/

x

f

=
[image: image169.wmf]0

lim

®

D

x



 EMBED Equation.3  [image: image170.wmf]x

x

f

x

x

f

D

-

-

D

+

)

(

)

(

    ∵f(x)为偶函数,故可进而写为


[image: image171.wmf]0

lim

®

D

x

=
[image: image172.wmf]x

x

f

x

x

f

D

-

-

D

-

-

)

(

)

(

=－
[image: image173.wmf]0

lim

®

D

-

x



 EMBED Equation.3  [image: image174.wmf]x

x

f

x

x

f

D

-

-

-

D

-

-

)

(

)

(

=－
[image: image175.wmf])

(

/

x

f

-

.

六、附录

例1．
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     这与n为正整数时(xn)/= 
[image: image185.wmf]1
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n

nx

法则相合，（即以－n代n，即得上式.）

    这会使我们猜测α∈R时，
[image: image186.wmf]/

)

(

a

x

=α
[image: image187.wmf]1
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a

x

，这个猜测正确与否还需进一步证明，且证明方法肯定与上面的方程不同（不能再用二项式定理了）.

例2．显然，y0=ax
[image: image188.wmf]2
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+bx0+c
   y/=2ax+b  故在P点处切线斜率为2ax0+b，

切线方程y－(ax
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0

+bx0+c)=(2ax0+b)(x－x0)，

亦即y=(2ax0+b)x－ax
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+c.

由于y=ax2+bx+c按向量
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=（
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，
[image: image193.wmf]a
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b
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）平移即得到y=ax2，只须证明过其上一点（x0，ax
[image: image194.wmf]2
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）的切线l ：y=2ax0x－ax
[image: image195.wmf]2
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满足：焦点（0，
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）关于l的对称点为（m，n）.

当x0≠0时
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，消去n. 知m=x0.

当x0=0时，切线为y=0，F之对称点横坐标显然是0，

故从焦点发出的光线射到（x0，ax
[image: image198.wmf]2

0

）后被抛物面反射后的方程为x=x0（与对称轴平行）；反之，与对称轴平行的光线被抛物面反射后必聚汇于焦点.

例3．y/= 4x3+1，令4x3+1=1，x=0. 由此知过曲线上点（0，－2）的切线方程y=x+2 与已知直线平行，它到已知直线距离最近，为d=
[image: image199.wmf]2
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例4．（C）

例5．12，6．

例6．C：y=－
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x3+x2+x+1.
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