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进入虚拟课堂
高三数学总复习教程（第6讲）

一、本讲内容  
  函数的概念

一、本讲进度：函数的概念、函数的定义域和值域、函数的解析式、函数与反函数.

二、学习指导

函数是高中数学最重要的内容.

A、B两上集合，如果存有对应关系f，使A中任一元素通过f，B中有唯一确定的元素与之对应，则把A、B两集合连同它们之间的对应关系f称为一个映射，记作f：A→B. 因此，集合有三要素：A、B及小，能否构成映射，关键在于A中元素是否都有象，这些象是否都是唯一的，而不在于B中元素是否都是原象，或原象是否唯一.

如果映射f：A→B中，B中元素都有原象，且原象都是唯一的，则称这样的映射为一一映射，一一映射才有逆映射（即把A中元素的象作为原象而把原象作为象的映射，记作

f－1：B→A）

函数是其定义域到值域的一种映射，定义域和值域都必须为非定数集.

一一映射构成的函数才有反函数(即逆映射所确定的函数). 原函数与反函数的图象关于直线y=x对称，反函数的定义域和值域分别是原函数的值域和定义域.

注意以下两个问题的区别：

(1)曲线f(x、y)=0与g(x、y)=0关于直线y=x对称，那么g(x、y)=0是f(x、y)=0的反函数吗？

(2)函数y=f(x)和y=g(x)图象关于直线y=x对称. 那么，y=g(x)是f(x、y)=0的反函数吗？

当对应关系f确定后，定义域即决定了它的值域.

三、典型例题讲评

	x
	1
	2
	4

	y
	2
	4
	8


例1．(1)函数y=f(x)的对应关系如表：

它是否有反函数？如果有试写出其反函数：
(2)已知f(1－cosx)=cos2x+2cosx. 求f－1(x).

(1) 函数的表达方式有三种：①图象法. 如急诊病人的体温和入院时间之间的函数关系，它无法用解析法表达. ②列表法. 如住院病人的常规体温测试与时间f的关系. ③解析法. 如果对应关系可以用一个解析式表达的话，称此解析式为函数的解析式. 当然，初等数学接能的大都为此.

本题是用列表法表示的函数，由表中数据的此函数有反函数为

	x
	2
	4
	8

	y
	1
	2
	4


(2)令u=1－cosx∈［0，2］ 则cosx=1－u  可是

   f(u)=2(1－u)2－1+2(1－u)=2u2－6u+3  在［0，2］上单调递减，故有反函数.

   2(u－3)3=y+15  －(u－3)=
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15

y

+

. 故反函数解析式为y=3－
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.  其定义域为原函数的值域为［－1，3］.

若把题目变为“已知f(－cosx)=cos2x，则可得f(x)=2(x－1)2－1  x∈［0，2］. 则f(x)没有反函数，因为此函数在［0，2］上不是单调函数，不是一一映射构成的函数”.
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例2．如图，一上部为半圆周，下部为一矩形三边的周长为l的钢窗框，

试用半圆半径r表示<><>面积S，并写出定义域、值域.

解：矩形一边为2x，另一边为
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要求定义域，r＞0是显然的，另一端则应改为下部是矩形，其一边
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S=f(x)在
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求函数的定义域，除了要使解析式有意义(如分母不为零，开偶次方时被开方数非负，对数真数为正，指数与对数的底大于0且不等1，等等)、对实际问题还应考虑实际可能的范围.

例3．求函数y=
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由  81－x2≥0          x∈［－9，9］

    sinx＞0        知   

    lgsinx≠1           x∈(2k
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因x取值范围有限，故结果应逐段写出，如y=f(2x)是由y=f(u)，u=2x复合而成。它的定义域是指初始自变量x的取值范围，而不是中间变量u的取值范围，这个概念搞清楚了，本题也就迎刃而解了.

例5．已知函数f(x)满足：f(x)+xf(1－x)=x，求其值域.

在本题中，要求值域，必须先把f(x)的解析式写出，那就须先设法除去f(1－x).

令1－x =u，则x=1－u，由已知f(1－u)+( 1－u)f(u)= 1－u. 亦即f(1－x)+ (1－x)f(x)=1－x

它与原先的f(x)+ xf(1－x)=x就形成了关于f(x)和f(1－x)的二元架构，就可通过解二元方程组的办法消去f(1－x)除则f(x)=
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下面我们来求它的值域.

我们可把原式写为(y－1)x2－yx+y=0的形式，图形别式法求出y的取值范围.

我们也可知，当x=0时，f(x)=0，当x≠0时，
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来求y的取值范围.

例6．x∈A. 求f(x)=
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(x∈A)的值域为
[image: image32.wmf][

)

+¥

,

4

时的A.

f(x)的定义域A即其反函数的值域故可令
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≥4，得x∈［3，
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例7．求下列函数的值域.

(1)y=
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这三题定义域均为［0，1］，值域与此有关. 在第一小题中，f(x)=
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在［0，1］单调递增，而g(x)=
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在［0，1］单调递减，故原函数在［0，1］单调递增，利用定义域和单调性，立即可求出值域为［－1，2］.

在第(2)小题中，因(
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 (当x=
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求出值域；在第(3)小题中，仍有(
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)2=1但(2)中的方法却不适用了，但下面的方法对(2)却适用：

记u=
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［0，1］.由已知u2+V2=1. 而2
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=2u+V. 问题就变成了过圆的一部分(第一象限，且含与x、y轴正向的交点)上的点作平行直线来，在y轴上的截距的范围了.

针对
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)2=1. 我们可以令x=cos2
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).  范围立即可求出，从此上例题可看出，求函数值域的方法较多，有反函数值，差别式法，利用函数单调性法，利用基本不等式法，代换法，几何化法等等，应根据题目的特点适当范围.

四、巩固练习

1．设x＞0，y≥0. x+2y=
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, 求当x、y为何值时，u=log
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(8xy+△y2+1)有最大值、有最大值并求出最大值和最小值.

2．求值域：(1)y=x－
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(3)y=
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(4)y=21－1×1
3．若a＞0，且a≠1，求函数y=ln(ax－2x－1)的定义域.

4．已知函数f(x)的定义域为［0，1］，那么g(x)=f(x+a)+f(x－a)的定义域是什么？

5．已知函数y=f(x)有反函数f－1(x)，记f(x+1)的反函数为y=g(x)，则函数y=g(x)的图象与y= f－1 (x+1)的图像的关系是    （    ）

(A)g(x)的图像可由f－1(x+1)的图像向右平移1个单位，再向下平移一个单位得到.

(B) g(x)的图像可由f－1(x+1)的图像向左平移1个单位，再向上平移一个单位得到.

(C) g(x)的图像可由f－1(x+1)的图像向右平移1个单位，再向上平移一个单位得到.

(D) g(x)与f－1(x+1)的图像完全相同.

6．已知：a∈［
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，1］，f(x)=ax2－x+1  x∈［1，3］的最大值为M(a)，最小值为N(a)，g(a)=M(a)－g(a).

(1)求g(a)的解析式；

(2)求g(a)的最小值.

7．函数y=x2+2mx+2m+3的图像与x轴有两个交点(x1，0) (x2，0). 求
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8．(1)已知x2+y2∈［2，4］.求4x+3y的取值范围.

(2)已知sinx + siny=
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. 求sinx+cos2y的取值范围.

9．已知函数f(x)=
[image: image88.wmf]4

x

1

2

-
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   (1)求f－1(x)，

   (2)数列
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10．f(x)=
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，函数y=g(x)的图象与y= f－1(x+1)的图象关于直线y=x对称，求g(x)的表达式.

11．如图所示铁路线上AB段长100千米，

工厂C到铁路线的距离CA=20千米，现<>在AB段

的某点D处向C修CD，以便把货物由B经铁路运到

D处，再沿公路这至C处，若吨千米运费铁路与公路

之比为3：5，问C远在何处可使运费最省？

12．设f(k)是满足不等式log2x+log2(3×2k－1－x)≥2k－1  (k∈N+)的正整数x的个数.

(1)求f(k)的解析式；

(2)求Sn=f(1)+f(2)+……+f(n)的表达式.

13．求函数y=
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的值域.

14．(1)求关于x的函数y=x2+2a
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(2)是否存在正的常数b，使a在（1，+∞）上变动时，y=logbM的最大值为
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参考答案

1．2y=
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2．(1)令x=cos
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3．令ax－2x－1＞0.  (
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   当a∈(0,1)∪(1,2)时，
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当a＝2时，x∈R.

4． x+a∈［0，1］          x∈［－​a，1－​a］

    x－​a∈［0，1］         x∈［​a，1+​a］

    1O当​a=0时，g(x)定义域为［0，1］

    2O当​a∈［0，
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    4O当​a=±
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    5O当​a＞
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5．(A)

6．∵​a＞0  ∴f(x)为开口向上的抛物线，其对称轴为x=
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7．△=4m2－4(2m+3)＞0   m＞3或m＜－1.
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10．yx－y=2x+3    (y－2)x=y+3    ∴f－1(x)=
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    yx－y=x+4     (y－1)x=y+4     ∴g(x)= 
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11．设铁路吨千米运费为3k元，公路吨千米运费为5k元，
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16x2+6ux+10000－u2=0      ∵x∈R

∴△=36u2－64(10000－u2)≥0       u2≥6400.

故当x＝15(千米)时运费最省.

12．原不等式即x(3×2k－1－x)≥22 k－1　　　整理得

x2－3×2k－1+22 k－1≤0   x∈［2k－1，2 k］

∴f(k)= 2k－1+1, (k∈N+)
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13．记u=cosx－2∈［－3，－1］则y=－u－
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14．(1)令t=
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∈［0，1］，则y=－(t－a)2+2a2－6a+14.  记y=g(t)  则
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答案是肯定的.

六、附录

例1　(1)原函数为一一映射确定的函数，有反函数为f－1：

	 X
	2
	4
	8

	Y
	1
	2
	4


 (2)令u=1－cosx∈［0，2］则cosx=1－u

f(u)=2(1－u)2－1+2(1－u)=2u2－6u+3

∴f(x)=2x2－6x+3   x∈［0，2］

∴f－1(x)=3c
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例2　设半圆半径为r，则矩形一边长为2r，一边点为
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例3  81－x2≥0 
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例4　∵x∈
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例5　由已知　f(x)+xf(1－x)=x  以1－x代x,　得

f(1－x)+(1－x)f(x)= 1－x

由上述两式消去f(1－x)，得f(x)＝
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当x＝1时，y=1  当y≠1时

(y－1)x2－yx+y=0

△=y2－△y(y－1)≥0   y∈［0，
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