学而思教育·学习改变命运 思考成就未来！                 高考网www.gaokao.com

进入虚拟课堂
高三数学总复习教程（第7讲）

一、本讲内容  
函数的性质

二、本讲进度
函数的单调性、奇偶性、周期性，函数的图像

三、学习指导
函数的单调性，对我们研究函数的图像，解不等式，求函数的最值和极值，证明不等式都有着非常重要的意义。

研究函数的单调性，有两种方法：一是根据定义，先确定单调区间，再根据定义加以证明；一是求出函数的导函数，求出使f/(x)=0的点（驻点）再根据这一点左、右导函数的符号是否发生了变化。如果没有变化，说明单调性没有改变，该点不是单调区间的端点；如果由f/(x)＞0变为f/(x)＜0，说明该点是一个减区间的右端和一个增区间的左端点，函数在这点取得极大值；如果由f/(x)＜0，说明该点是一个减区间的右端点和一个增区间的左端点，函数在该点取得极小值。
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要分清极值与最值这两个不同的概念，极值是一个局部的概念，最值是一个整体的概念，一个函数可解没有极值也可能有无数个极值，而最值可能没有，但若有，只能是一个；极值不存在不意味着最值不存在；反之，最值不存在也不意味着极值不存在；最值可能是极植中的某一个，也可能是一个“边界点”的函数值而不是极值。这些情况可参看下列图形：
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，无极值，无最值                    y=x， x∈[0，1]

                                              无极值，有最值
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    有极值，无最值                               y=x3－x
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[image: image2.wmf]2

3

，
[image: image3.wmf]2

3

]

                                               有极值，有最值，但最值

不是极值

关于函数的奇偶性和周期性，要特别注意以下几点：

1．奇函数和偶函数的定义域必然是关于x=0对称的区域，故定义域不是关于x=0对称的函数必不是奇函数，也不是偶函数。

2．奇函数的图像至于原点对称，偶函数的图像关于y的轴对称。注意“图像关于原点对称的函数必是奇函数”与“关于原点对称的图形必是奇函数的图像”的区别。

3．在x=0处有定义的奇函数必满足f(0)=0，即图像过原点（想一想，为什么？）

4．奇函数，偶函数仅仅是图像的对称中心，对称轴位置较特殊的函数，奇函数，偶函数的图像经过平移后，未必还表示奇、偶函数，而不是奇函数，偶函数的函数，只要它们的图像是轴对称图形或中心对称图形，就可经适当平移，成为奇（偶）函数的图像。

5．定义域有界的函数不可能是同期函数。同期函数不一定有最小正周期。若T（T≠0）是函数y=f(x)的周期，则T的非零整数倍也是它的周期。

6．一个函数的图像，如果有两条对称轴：x=a和x=b（a≠b）就必有无数条对称轴，∵f(x)=f(2a－x)=f(2b―(2a―x))=f(2b－2a+x)，∴f(x)为周期函数2(b－a)为它的一个周期；如果有两个对称中心：（a，0），（b，0）（a≠b），则有无数个对称中心，设（x，y）为函数y=f(x) 图像上任意一点，则(2a―x，―y)在函数图象上，从而[2b―(2a―x)，―(―y)]即（2b―2a+x，y）也在函数图像上，∴f(x)为周期对称，2(b－a)当它的一个周期；如果有一条对称轴x=a和一个对称中心(b，0)（a≠b）则函数图像也有无数条对称轴和无数个对称中心，设(x―y)当函数图像上任意一点，则(2a―x，y)在图像上，(2b―2a+x，―y)在图象上，从而f(4b―4a+x)=f(x)，∴f(x)当周期函数4b―2a当其一个周期。

7．两个单调性相同的函数的和在它们的公共定义域内仍保持原来的单调性；当a＞0时，单调函数f(x)与af(x)有相同的单调性，当a＜0时，单调函数f(x)与af(x)有相反的单调性；

8．若函数f(x)在A上单调，值域为B，函数g(x)在B上单调，则复合函数g[f(x)]在A上单调，当前两者单调性相同时，复合函数g[f(x)]单调增，前两者单调性相反时，复合函数g[f(x)]单调减。

9．同为奇（偶）函数的两函数，在其公共定义域内的和或差仍为奇（偶）函数，同奇偶的两函数的积（商）在其公共定义域内为偶函数，一个奇函数与一个偶函数的积（商）在其公共定义域内与奇函数，由奇、偶函数复合而成的函数中，有奇数个奇函数，复合函数才是奇函数，否则就是偶函数。

10．若f(x)有反函数f—1(x)，则f(x)与f/(x)在相应的区间中有相同的单调性；奇函数的反函数（如果有反函数的话），仍为奇函数，偶函数一般没有反函数（除非它的定义域为
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以上规律，想一想，为什么？你会证明吗？

11．把函数y=f(x)的图像按向量
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=（m，n）平移后图像对应解分析式为y―n=f(x―m)，变即y=f(x－m)+n.

把函数y=f(x)的图像每一点纵坐标变为原来的A倍，横坐标不变，新图像的解析式，为y=Af(x)；把函数y=f(x)图像上每一点横坐标变为原来的
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倍，纵会标不变，新图像的解析式为y=f(ωx)；

把函数y=f(x)图像沿x轴翻转1800，新图像解析式为y=－f(x)；沿y轴翻转1800，新图像解析式为y=f(－x)；把函数y=f(x)图象上x轴上方（含x轴上）的部分保持不变，下方的部分沿x轴翻转1800，所得新图形解析式为y=
[image: image7.wmf])
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；保持图形在y轴右边（含y轴上）的部分不变，左方部分取消改为右方关于y轴对称的图形，新图形的解析式为y=f(
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四、典型例题讲评

例1．判断下列函数的奇偶性：

（1）f(x)=
[image: image9.wmf]x
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（2）f(x)=
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（a＞0且a≠1）

这两个函数的解析式都很难直接看出奇偶数，但绝不能据此下“不是奇函数，也不是偶函数”的结论，因为形式经过恒等变形后有可能直接可以判断。例如（2）中f(x)=
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，可知f(x)为两个奇函数之积，在其定义域
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中为偶函数，（1）中f(x)=
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，此时从形式上看应为奇函数，但因约去了因式ε·
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，故应加注使ε·
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，即x≠kπ－
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（k∈Z）这显然关于原点不对称，故结论为“不是奇函数，也不是偶函数”其实这一点在一开始求定义域1+cosx+sinx≠0时即可得知。

综上，要判断一个函数的奇偶性，应先求其定义域，如定义域不关于原点对称，即可下“非奇、非偶”的结论，如对称，再进一步考虑，或进行恒等变形，变成我们熟悉的情况加以判断，或利用定义，“若f(x)+f(－x)≡0则f(x)当奇函数，f(x)―f(―x)≡0为则f(x)为偶函数

例2．已知2为函数y=f(x)的一个周期，当x∈[0，2]时，f(x)=
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，求证f(x)为偶函数。

本题没有给出[0，2]外的函数表达式，如何判断奇偶性？故应先据T=2，写出一般区间[2k，2(k+1)]上函数表达式，再看[―2(k+1)，―2k]上的表达式与之是否有f(x)+f(―x)≡0或f(x) ―f(―x)≡0的关系，具体解法参看附录

例3．已知函数h(x)=2x，y=g(x)为它的反函数，y=g(x)的图像上有横坐标分别为a，a+4，a+8的三点，A、B、C（a＞1）,△ABC的面积记为S。

（1）求S=f(a)的表达式；

（2）求S=f(a)的值域；

（3）判断S=f(a)的单调性

g(x)=log2x，关键是△ABC面积，怎样求

设A、B、C在x轴上的射影是A/、B/、C/
则
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值域和单调性只要考虑
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例4．已右函数f(x)=
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先根据f(x)为奇函数，求得a=－1，从而求得
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   不等式即
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例5．当点P（x，y）在函数f(x)=loga(x－3a)（a＞0且a≠1）的图像上运动时点Q（x－2a，－y）运动的轨迹为函数，函数y=g(x)的图像

（1）写出g(x)的解析式；

（2）若当a∈(0，1)，x∈[a+2，a+3]时，
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解：当P（x，y）为g(x)图像上任一点时，P/(x+2a，－y)在f(x)图象上故有－y=loga(x+2a－3a)得出

f(x)= －loga(x－a)
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例6．已知函数f(x)的图像与曲线C关于y轴对称，把曲线C按向量
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(－1，0)平移后，恰为函数y=
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（1）求y=f(x)的解析式及其定义域；

（2）若1＜a＜b，f(a)＜f(
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（3）在（2）中，若f(b)=2f(
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=（1，0）平移，得到曲线C的解析式：y=
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∴f(x)=
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时，f(x)=－log2(x－1)单调递减；当x≥2时，f(x)=log2(x－1)单调递增。

（2）条件即
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又1＜a＜b，故a≠b  ∴
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（3）
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 =t＞1，则t4－2t3+1=0

约去t－1（C≠0）   t5－t2－t－1=0

证g(t)=t3－t2－t－1，g(
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令t＞1  ∴t∈(
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巩固练习

1．y=f(1－3x)的图像不能由y=f(x)经由下列变换中的（   ）得到

（A）向右平移1个单位，每点纵坐标不变，横坐标变为原来的－
[image: image84.wmf]3

1


（B）每点纵坐标不变，横坐标变为原来的－
[image: image85.wmf]3

1

，向右平移1个单位；

（C）绕y轴旋转1800，左移1个单位后每点纵坐标不变，横坐标变为原来的
[image: image86.wmf]3

1


（D）绕y轴旋转1800，每点纵坐标不变，横坐标变为原来的
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，右移
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.

2．已知y=f(x)是奇函数，在（－∞，0）上单调递减，则函数y=f(1－
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)满足（  ）

（A）是奇函数在（－∞，－
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）单调递增.

（B）是增函数在（－∞，－
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）单调递减

（C）不是奇函数，也不是偶函数，在（－∞，－
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）单调递减

（D）是偶函数在（－∞，0）单调递减

3．作函数y=
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 4．设函数f(x)是k上的增函数，若不等式f(1－ax－ax2)＜f(2－a)对于任意的，x∈[0，1]都成立，求a的取值范围.

  5．已知f(x)=
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x

是奇函数

   （1）求a、b的值

   （2）判断f(x)的单调区间，并加以证明。

   （3）求f(x)的值域

6．函数y=f(x)定义在非零实数集上，且对定义域内任意的x1，x2，都有f(x1，x2)=f(x1)+f(x2)，试判断y=f(x)的奇偶性

7．已知y=f(x)是k上的偶函数，当x≤－1时，图像为斜率为1，经过（－2，0）点的射线，又知图像的后部分是以（0，2）为顶点过（－1，1）的抛物线的一部分，求函数y=f(x)的解析式.

8．x、y∈[－
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9．已知y=f(x)是k上的偶函数，f(
[image: image99.wmf]2
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－x)=f(
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+x)；对任意的x1、x2∈[0，
[image: image101.wmf]2
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]，都有f(x1+x2)=f(x1)(x2)，且f(1)=a＞0

（1）求f(
[image: image102.wmf]2

1

)、f(
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)的值.

（2）若在[0，1]上f(x)是基本初等函数，求其解析式.

10．设f(x)=
[image: image104.wmf]1
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（1）解不等式：f(x)≤1

（2）求a的取值范围，使函数y=f(x)在
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11．设f(x)定义在（0，1）上，函数值恒正，对任意的x1，x2∈（0，1），恒有
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（1）求证：对任意的x∈（0，1），恒有f(x)=f(1－x)

（2）求函数g(x)=
[image: image108.wmf]x
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 的值域和单调性

12．定义在R上的函数f(x)满足：f(a+b)≡f(a)+f(b)，（a，b为任意实数），又当f＞0时，f(t)＜0

①求f(0)，并判断f(x)的奇偶数；

②若f(1)=－2，求f(x)当x∈[－3，3]时的取值范围.

五、参考答案
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4．1－ax－ax2＜2－a.

即ax2+ax+1－a＞0

当a=0时，即1＞0，当然成立

当a＜0时，须
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总之，a∈（－1，1）

解法二   1－ax－ax2＜2－a， 即a(x2+x－1)＞－1   ①

当x=
[image: image116.wmf]2

1

5

-

时，x2+x－1=0   ①式当然成立.

当x∈
[image: image117.wmf]÷

÷

ø

ö

ê

ë

é

-

2

1

5

,

0

时，a＜
[image: image118.wmf]1

1

2

-

+

-

x

x

，此时右边∈[1，+∞]

∴a＜+1，

当x∈
[image: image119.wmf]ú

û

ù

ç

ç

è

æ

-

1

,

2

1

5

时，a＞
[image: image120.wmf]1

1

2

-

+

-

x

x

，此时右边∈
[image: image121.wmf](

]

1

,

-

¥

-


∴a＞－1，

总之，a∈（－1，1）.

5．（1）∵f(x)是奇函数，∴
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（2）由（1）知f(x)=
[image: image125.wmf]1

2

+

x

x


对任意的x1＜x2，y1－y2=
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当x1，x2∈
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(3)∵x2+1≥2
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6．令x1=x2=1，知f(1)=0，令x1=x2=－1，知f(－1)=0

 令x1=x，x2=－1，知f(－x)=f(x)，∴f(x)为偶函数

7．当x≤－1时，f(x)=x+2，故当x≥1时，因f(x)为偶函数，故f(x)=f(－x)= －x+2；

当x∈（－1，1）时，y=ax2+2，过（－1，1），∴a=1

∴f(x)=
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8．由已知
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 又函数f(t)=t3+sint在[－
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]单调递增。

∴x=－2y， ∴
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+y=0，  cos（
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9.由已知，f[1+(
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－x)]=f[1－(
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－x)]，知f(1+x)=f(1－x)

x=1是y=f(x)图像的一条对称轴，∵f(x)为偶函数，

∴f(x)=f(－x)=f[1－(x+1)]=f[1+(x+1)]=f(x+2)

∴f(x)为周期函数，T=2为其一周期.
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（2）基本初等函数中，仅指数函数满足f(x1+x2)=f(x1)f(x2)

∴在x∈[0，1]时，f(x)=ax，从而当x∈[－1，0]时，f(x)=a—x
当x∈[2k－1，2k+1]  （k∈Z）时，

f(x)=
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10，当a∈(0，1)时，即
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20，当a∈（1，+∞）时，即
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而当a=1时，y=(1－a2)x2+1≡1，为正常数，

  当a＞1时，y=(1－a2)x2+1在
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11．(1)当x∈（0，1）时，1－x∈(0，1)，令x1=x，x2=1－x，由

已知有
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∴f(x)=f(1－x)=1

（2）  由（1）知，当x∈（0，1）时，f(x)=1，∴g(x)=
[image: image189.wmf]x
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，在（0,1）单调递减

    g(x)∈（1，+∞）

12． （1）令a=b=0，知f(0=2f(0))   ∴f(0)=0

     令b=－a，则有f(0)=f(a)+f(－a)=0，∴f(－a)= －f(a)

∴f(x)为奇函数

（2）令b＞0，则f(a+b)=f(a)+f(b)＜f(a)，故f(x)单调递减

又f(3)=f(1)+f(2)=3f(1)= －6

∴当x∈[－3，3]时，f(x)∈[－6，6]

 六、附录

例1．（1）令1+cosx+sinx=0，即2cos2
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(2) f(－x)=
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∴f(x)为偶函数

例2．对任意的x∈R，必存在整数k，使x∈[2k，2k+2]，则－x∈[－2k－2，－2k]，

又T=2，∴2k亦为f(x)的周期，∴f(x)=f(x－2k)=
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f(－x)=f(－x+2k+2)=
[image: image209.wmf]1

2

2

-

+

+

-

k

x

= 
[image: image210.wmf]1

2

-

-

k

x

=f(x)

∴f(x)为偶函数

例3．g(x)=log2x，当a＞1时，△ABC的面积可看作梯形AA/B/B与梯形BB/C/C的面积之和减去梯形AA/C/C的面积.  （A/、B/、C/分别为A、B、C在x轴上的射影）

∴f(a)=
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在（1，+∞）单调递减，故取值范围为（1，
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），从而f(a)在(1，+∞)单调递减，值域为（0，4(log25－log2)）.

例4．∵f(x)为奇函数，∴
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例5．（1）设Q（x，y）为g(x)图像上任意一点，则(x+2a，－y)在f(x)图像上，故有

－y=loga(x+2a－3a)，即y=loga
[image: image223.wmf]a

x

-

1


（2）
[image: image224.wmf])

(

)

(

x

g

x

f

-

=
[image: image225.wmf])

(

log

)

3

(

log

a

x

a

x

a

a

-

+

-

≤1  当x∈[a+2，a+3]
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∵y=(x－3a)(x－a)在（3a，+∞）单调递增，而a∈(0，1)时，

a+2＞3a，所以
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例6．（1）把y=
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