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进入虚拟课堂
高三数学总复习教程（第8讲）

一、本讲内容  
二次函数

本章进度 

 二次函数、二次方程与不等式

二、学习指导
一次函数与二次函数在高中数学中占有重要位置，一次函数内容较简单；二次函数虽在初中已学过，但那时遇到的情况较简单，对了二次函数在定义域受限制时的值域、单调区间、二次方程根的分布，二次不等式及它们之间的关系等都未涉及，字母系数的二次函数更是同学们学习的一个难点，所以，应占在新的高度重新认识。

(1)在一元二次函数f(x)=ax2+bx+c(a≠0)，a＞0时开口向上，a＜0时开口向下；c=f(0)是图象在y轴上的截距；对称轴为x=
[image: image1.wmf]a
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，a、b同号时在左半平面，a、b 异号时在右半平面；判别式△决定了图象与x轴的位置关系：△＜0时，不相交，△=0时，有一个交点(
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，0)，当△＞0 时，有两交点，两交点间距离(弦点)=
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当a＞0，x∈［m，n］时，若
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≤m，则f(x)∈［f(m)，f(n)］；若
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≥n时，f(x)∈［f(n)，f(m)］；若m＜
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，f(n)］；若
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＜n，则f(x) ［
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当a＜0，x∈［m，n］时，若
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≤m，则f(x)∈［f(n)，f(m)］；若
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≥n时，f(x)∈［f(m)，f(n)］；若m＜
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＜n，则f(x)∈［f(m)，
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］.对一元二次方程f(x)=ax2+bx+c=0(a≠0)，x∈(m，n).

解集为单元素集      f(m)f(n)＜0或  △=0
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∈(m，n)；

解集含两个元素      △＞0                 △＞0

                    f(m)＞0                f(m)＜0

                    f(n)＞0        或      f(n)＜0
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∈(m，n)        
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∈(m，n)

                    a＞0                 a＜0；

解集为空集         △≥0              △≥0

                   f(m)＞0       或    f(m)＜0

                   f(n)＞0             f(n)＜0
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 EMBED Equation.3  [image: image24.wmf]Î

(m，n)      
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 EMBED Equation.3  [image: image26.wmf]Î

 (m，n)

                  a＞0               a＜0

若既x∈(m，n)为x∈［m，n］，则除去对(m，n)的一般讨论外，要具体关注x=m，x=n的情形.

对一元二次不等式，为简单化、程式化计，我们先使二次项系数变正.(即使a＞0)：

	
	ax2+bx+c＞0
	ax2+bx+c＜0

	△＜0
	R
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	△＞0
	两根之外(开区间)
	两根之间(开区间)


三、典型例题讲评

例1．设二次函数y=f(x)在x=m(m≥0)时有最大值5，二次函数y=g(x)在x=m时值为25，g(x)有最小值－2，又f(x)+g(x)=x2+16x+13. 求m及g(x).

根据条件表达二次函数有三种常见模式可供选择：①当图象通过的已知点较多(三个，至少两个)时，采用一般式：y=ax2+bx+c (a=0).②当已知二次函数图象的顶点(至少知道对称轴)时，常单用的y=a(x－xO)2+yO形式；③如知道相应二次方程f(x)=0的两个根x1，x2. 则采用y=a(x－x1)(x－x2)的形式较简单.

本题中，我们可设f(x)=a(x－m)2+5  
[image: image30.wmf](
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 则g(x)=x2+16x+13－a(x－m)2－5 令x=m知25=m2+16m+8. m=1或－17  (m=－17＜0. 舍去＝

∴g(x)=(1－a)x2+(16+2a)+8－a  令8a－
[image: image32.wmf])
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=－2便可求出a的值.

例2 已知函数f(x)=ax2+4x+b  
[image: image33.wmf](
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＜
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，设关于x的方程f(x)=0的两实根为x1、x2，方程f(x)=x的两实根为
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、
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(1)若a、b均为负整数，且
[image: image37.wmf]b
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¶

=1.求f(x)的解析式；

(2)若仅a为负整数，且f(1)=0，则1≤
[image: image38.wmf]2
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＜2.

(3)若
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本题中两个方程：ax2+4x+b=0和ax2+3x+b=0第(1)题中只涉及第二个方程，由已知1=
[image: image41.wmf]a
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两边平方化简后有a (a+4b)=9. 因a、b故均为负整数，故a+4b也为负整数.

由
	a
	－1
	－3
	－9

	a+4b
	－9
	－3
	－1

	a
	－1
	－3
	－9

	b
	－2
	0
	2


只有第一组符合题意    ∴f(x)=－x2+△x－2.

第(2)小题中a +4+b=0，故
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 (这是因为仅a为负整数，b=－(a+4)≥0. a≤－4. 

故
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第(3)小题中，记g(x)=ax2+3x+b. 由已知  g(1)=a+3+b＞0     ①

                                     g(2)=4a +6+b＜0   ②

①×2－②式得：

－2a+b＞0  而a＜0.  ∴
[image: image49.wmf]a
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＜2   即x1、x2＜2

例3  已知二次函数f(x)=ax2+bx+c  (a＞b＞c)的图象上有两点A(m1，f(m1))、B(m2、f(m2))的坐标满足a2+［f(m1)+f(m2)］a+ f(m1) f(m2)=0, f(1)=0.

(1)求方程f(x)=0另一个根的取值范围；

(2)求证：b≥0；

(3)求证：f(m1+s)与f(m2+3)两数中至少有一个为正数，别一根为
[image: image50.wmf]a
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：因a＞b＞c，a+b+c=0.知a＞0, c＜0必小于零，又
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=－2  故另一根∈(－2，0).

由已知 f(m1)、f(m2)中至少有一个等于－a＜0，故f(x)的最小值C－
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≤－a. 即4ac+4a2=b2. －4ab≤b2.  b≥0或b≤－4a. 但若b≤－4a 则c＜b≤－4a. 0=a+b+c＜－7a＜0矛盾.  ∴b≥0.

不妨设f(m1)=－a＜0. 则m1∈(－2，1)  于是m1+3∈(1，4)

f(x)在
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例4 二次函数f(x)=ax2+bx+c的图象经过点(－1，0)，问是否存在常数a、b、c，使x≤f(x)≤
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(1+x2)对一切实数都成立？证明你的结论.

由已知，a－b+c =0，a≠0.

原不等式组即  ax2+(b－1)x+c≥0        ①

              (2a－1)x2+2bx+2c－1≤0  ②

都成立  当  a=
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            b=0    时  

            c≤
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x2－x+c≥0，其判别式△=1－2c≥1－1=0知a=
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, b=0,  c=
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时，①、②两式均能恒成立. 但与a－b+c =0矛盾，舍去.

另当  a＞0

      (b－1)2－4ac≤0

      2a－1＜0

      4b2－4(2a－1)(2c－1)≤0

      a－b+c =0

∴  a∈(0，
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    (a +c)2－2(a+c)+1≤4ac

    (a +c)2≤4ac－2(a+c)+1

两不等式相等， (a +c)2≤4ac  ∴a=c代回两不等式分别得a≤
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另：若x≤ax2+bx+c≤
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(1+x2)恒成立，则当x=1时成立. 1≤a+b+c≤1. 知a+b+c =1，又知a－b+c=0 故b=a+c=
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此时f(x)≥x即ax2－
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从而a=c=
[image: image78.wmf]4

1

, b=
[image: image79.wmf]2

1

.

例5．a、b、c∈R，m∈R，
[image: image80.wmf]m

c

1

m

b

2

m

a

+

+

+

+

=0.  f(x)= ax2+bx+c

(1)若a=0，试判断方程f(x)=0在(0，1)中是否有解；

(2)若a≠0，试证明af(
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m

m

+

)＜0. 并证明方程f(x)=0在(0，1)中必有解.

a=0时，情形比较简单：已知条件即
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 ≤0   知当c≠0时，b≠0在(0,1)中f(x)=0有且只有一解，当c=0时，b应为0，f(x)=0, 在(0,1)中有无数个解.

当a≠0时，af(
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当ac＞0时，∵f(0)f(
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∴f(x)=0在（
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，1）中必有一解，即在(0,1)中必有一解.

综上，f(x)=0在（0，1）中必有解.

四、巩固练习

1．已知二次函数f(x)当x=
[image: image114.wmf]2

1

时取得最小值－
[image: image115.wmf]4

49

，方程f(x)=0的两根的四次方程为337，

求f(x)的解析式.

2．把函数y=
[image: image116.wmf]x

按向量
[image: image117.wmf]m

=(－2，－2)平移后得到函数g(x)的图象，已知二次函数f(x)图象

的一部分与y=g－1(x)图象重合，若y= f(x)的图象与直线y=ax+1相切，求切是坐标.

3．已知函数f(x)=ax2+2ax+1  x∈［－3，2］的最大值为4，求其最小值.

4．若f(x)=8x4+8(a－2)x2－a+5恒正，求a的取值范围. 

5．若二次函数f(x)=4x2－2(p－2)x－2p2－p+1在［－1，1］中至少存在一实数C，使f(c)＞0，

求P的取值范围.

6．已知二次函数y=f(x)图象的顶点为A，与x轴交y B、C，若f(x)满足f(2+x)=f(2－x). 

f(－1)=0. △ABC面积为18，求此二次函数解析式.

7．已知函数f(x)=ax2+a2x+2b－a3
   (1)当x∈(－2，6)时，f(x)＞0，而当x∈(－∞，－2)∪(6，+∞)时，f(x)＜0，求a、b的值，

及f(x)表达式；

(2)设F(x)=－
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R

f(x)+4(k+1)+2(6k－1). K取何值时，F(∞)恒负？

8．已知函数f(x)=ax2+bx+c

   (1)若a+c=0，且x∈［－1，1］时f(x)的最大值为2，最小值为－
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(2)若a＞0，且P+
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=1，Pf(x)+
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f(y)≥f(px+
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y)恒成立，求p、q的取值范围.

9．二次函数f(x)=ax2+bx+c (a＞0). 已知方程f(x)=x的两个根x1、x2满足0 ＜x1＜x2＜
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，

   (1)当x∈(0，x1)时，必有x＜f(x)＜x1;

(2)设f(x)图象的对称轴为x=xO，则xO＜
[image: image125.wmf]2
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10．一质点运动轨道方程为y=ax2+c (a＞0). 经过点A(0，9). D为x轴上［6，7］原域.

(1)若质点落在D中，求a的取值范围；

(2)若质点经过点P(2，8.1)，它能否落在D内？说明理由.

五、参考答案

1．设f(x)=a(x－
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1

) 2－
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.  (a＞0)

   则f(x)=0两根为
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，两根之和为1，两根之积为
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   337=
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=t.  则t2－2t－168=0  t=14或－12.
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=49或－55（－55舍去）.

∴a=1.  f(x)=x2－x－12.

2．g(x)=
[image: image138.wmf]2
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+

－2.  f(x)=x2+4x+2  与y=ax+1

   联立有x2+(4－a)x+1=0

   △=(4a)2－4=0    a=6或2， ∴x=1或－1

   切点(1，7)或(－1，－1)

3．当a=0时，f(x)≡0  与已知不符.

   当a≠0时，f(x)的图象为对称轴是x=－1的抛物线上的一段，当a＜0时，

4=f(－1)=－a+1. ∴a=－3  此时最小值为f(2)=1；当a＞0时，4=f(2)=8a+1. ∴a=
[image: image139.wmf]8

3

. 此时最小值为f(－1)=
[image: image140.wmf]8

5

.

4．记u=x2≥0，则f(x)=g(u)=8u2+8(a－2)u－a+5.

   当△=64(a－2)2－32(5－a)＜0  即
[image: image141.wmf]2

1

＜a＜3

或     △≥0

g(0)=5－a＞0                     时g(u)＞0


[image: image142.wmf]a

a

2

-

＜0

   ∴ a∈(
[image: image143.wmf]2

1

，5)

5．解法一：若［－1，1］中所有实数都不满足f(x)＞0. 则应有

    f(－1)=4+2(p－2)－2p2－p+1≤0

                                   解得 p≤－3或p≥
[image: image144.wmf]2

3


f(1)=4－2(p－2)－2p2－p+1≤0

∴符合题意的P的取值范围是(－3，
[image: image145.wmf]2

3

)

解法二，要使［－1，1］中有C，使f(C)＞0, 只要f(1)＞0或f(－1)＞0即可，即p∈(－3，+
[image: image146.wmf]2

3

)或p∈(－
[image: image147.wmf]2

1

，+1)           ∴p∈(－3，
[image: image148.wmf]2

3

)

6．设此二次函数解析式为f(x)=a(x－2)2+b  因与x轴相交，故ab＜0，f(－1)=0.  

∴f(5)=f(2+3)=f(2－3)=f(－1)=0    
[image: image149.wmf]2

1

×［5－(－1)］|b|=18.  |b|=6. 0=9a+6  ∴a=
[image: image150.wmf]9

1

b

f(x)=－
[image: image151.wmf]3

2

(x－2)+6或
[image: image152.wmf]3

2

(x－2)－6.

7．(1)由已知a＜0且  －a=6－2                   a=－4


[image: image153.wmf]a

a

b

2

3

-

=6(－2)             b=－8

    ∴f(x)=－4x2+16x+48

(2)F(x)=kx2+4x－2     要恒负  k＜0

                            16+8＜0

    ∴k＜－2.

8．(1)(反证法)

反设a=0，则由a+c=0知c=0  f(x)=bx. 为［－1，1］上的奇函数，最大、最小值必互为相反数，与已知矛盾. ∴a≠0；

反设
[image: image154.wmf]a

b

≥2，则f(x)   x∈［－1，1］为单调函数，由已知   a+|b|+c=2

                                                      a－|b|+c=－
[image: image155.wmf]2

5


而a+c=0   从而  |b|=2

                 |b|=
[image: image156.wmf]2

5

   不可能.

∴|
[image: image157.wmf]a

b

|＜2.  

(2)由题设  p(ax2+bx+c)+E(ay2+by+c)≥a(px+
[image: image158.wmf]d

y)2+b(ax+qy)+c恒成立. 

即ap(1－p)x2+aq(1－q)y－2xyapq+c(p+q－1)≥0    apq(x－y)2≥0

   ∴pq≥0   又p+q=1    故p(1－p)≥0   p∈［0,1］

   同理  q∈［0,1］

9．(1)设f(x)－x=a(x－x1)(x－x2)

∵x＜x1＜x2,  a＞0.  ∴a(x－x1)(x－x2)＞0. 即f(x)＞x. 

而f(x)－x =a(x1－x)(x2－x)＜a(x1－x)(
[image: image159.wmf]a

1

－0)= x1－x
∴f(x)＜x1
(2)xO=－
[image: image160.wmf]a

2

b

=－
[image: image161.wmf]a

2

1

b

-

－
[image: image162.wmf]a

2

1

=
[image: image163.wmf]2

x

x

2

1

+

－
[image: image164.wmf]a

2

1

=
[image: image165.wmf]2

x

1

+
[image: image166.wmf]2

1

(x2－
[image: image167.wmf]a

1

)

10．(1)过(0,9)  ∴c=9   f(x)=ax2+9

      f(6)=36a+9＞0

                           ∴a∈(－
[image: image168.wmf]4

1

,－
[image: image169.wmf]49

9

)

f(7)=49a+9＜0

(2) 8.1=4a+9     ∴a=－
[image: image170.wmf]40

9


令－
[image: image171.wmf]40

9

x2+9=0  正根x=2
[image: image172.wmf]10

∈(6,7)  故质点可以距在D区域内.

六、附录

例1．设f(x)=a(x－m)2+5  
[image: image173.wmf](

a

＜
[image: image174.wmf])

0

. 则g(x)=x2+16x+13－a(x－m)2－5. 令x=m, 

g(m)=m2+16m+8=25.  ∴m=1或－17.(－17舍去)  ∴g(x)=(1－a)x2+2(8+a)x+8－a 

令8－a－
[image: image175.wmf])

a

1

(

4

)

a

8

(

4

2

-

+

=－2   解得a=－2.

∴m=1.  g(x)=3x2+12x+10

例2．(1)方程ax2+3x+b=0中，1=
[image: image176.wmf]2

a

9

－
[image: image177.wmf]a

b

4

. y是有a(a+4b)=9.  又a、b故为负整数，故a与a+4b均为负整数，且a＞a+4b.  故a=－1. a+4b=－9. 从而a=－1, b=－2. 

f(x)=－x2+4x－2.

(2)由f(1)=0和a+b=－4.  a为负整数， 故b亦为整数，且b=－a－4≥0， a≤－4，
[image: image178.wmf]a

2

∈(－
[image: image179.wmf]2

1

，0)

∴|x1－x2|=
[image: image180.wmf]2

a

ab

4

16

-

=
[image: image181.wmf]2

a

)

4

a

(

a

4

16

+

+

=2
[image: image182.wmf]2

a

4

a

4

1

+

+

=2|
[image: image183.wmf]a

2

+1|∈
[image: image184.wmf][

)

2

,

1


(3)记g(x)=ax2+3x+b 要使 
[image: image185.wmf]¶

＜1＜
[image: image186.wmf]b

＜2，应有

g(1)=a+3+b＞0   

g(2)=4a+6+b＜0  

又a＜0   ∴
[image: image187.wmf]a

b

＜2    ∴x1x2＜2.

例3．(1)由韦达定理，另一根为
[image: image188.wmf]a

c

，

∵f(1)=0.  ∴a+b+c=0  又a＞b＞c.  ∴a＞0且c＜0

∴
[image: image189.wmf]a

c

＜0  另一方与
[image: image190.wmf]a

c

=－
[image: image191.wmf]a

b

a

+

＞
[image: image192.wmf]a

a

2

-

=－2

∴另一根∈(－2,0)

(2)由已知f(m1)与f(m2)中至少有一个为－a＜0. f(x)的最小值C－
[image: image193.wmf]a

4

b

2

≤－a. 

4a(a+c)－b2≤0. 即b2+4ab≥0  ∴b≥0或b≤－4a.

      若b≤－4a, 则c＜－4a. a+b+c＜a－8a=－7a＜0. 与已知a+b+c=0矛盾，∴b≥0.

(3)不妨设f(m1)=a1＜0. 则m1∈(－2,1) 于是m1+3∈(1,4)而f(x)在(－∞，
[image: image194.wmf]a

c

)∪(1,+ ∞)均正，∴f(m1+3)＞0.

例4．在x≤f(x)≤
[image: image195.wmf]2

x

1

2

+

中，令x=1，1≤f(1)≤1. 

∴a+b+c=1. 又a－b+c=0     故若a、b、c存在必满足a+c=b=
[image: image196.wmf]2

1

.

要ax2+
[image: image197.wmf]2

1

x+(
[image: image198.wmf]2

1

－a)≥x恒成立，即ax2－
[image: image199.wmf]2

1

x+
[image: image200.wmf]2

1

－a≥0恒成立，a＞0. 且
[image: image201.wmf]4

1

－4a(
[image: image202.wmf]2

1

－a)≤0.  (a－
[image: image203.wmf]4

1

)2≤0.  ∴a=
[image: image204.wmf]4

1

.  C=
[image: image205.wmf]4

1

. 此时，
[image: image206.wmf]4

1

x2+
[image: image207.wmf]2

1

x+
[image: image208.wmf]4

1

≤
[image: image209.wmf]2

1

(1+x2)即

∴存在a=c=
[image: image210.wmf]4

1

  b=
[image: image211.wmf]2

1

  满足题设条件

例5．见(三)典型例题讲解.











































消去常数  有－2a+b＞0
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即 3≤a＜5
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时，两式恒成立





②式恒成立，但此时不等式





要对一切x∈R





知
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