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进入虚拟课堂

高三数学总复习教程（第18讲）

一、本讲内容  
      不等式的解法

本讲进度   

整式不等式、分式不等式，无理不等式，指数不等式，对数不等式，简单的三角不等式，绝对值不等式的解法

二、学习指导
“≥”是不等“＞”与方程“=”的联合体，故相应解集是不等式解集与方程解集的并集。

（1）对ax>b形式的不等式，当a>0时解集为
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当a<0时解集为。当a=0且b<0时解集为R当a=0且b≥0时，解集为
[image: image2.wmf]F

；

因未限制a的符号，故ax<b可改为-ax>-b不必另行列出。

（2）一元二次不等式我们总可化为x2+bx+c>0和x2+bx+c+<0两形式之一，记△=b2-4c。

	
	x2+bx+c>0
	x2+bx+c+<0

	△<0
	R
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	△>0
	
[image: image7.wmf](

)

)

x

x

)(

,

x

(

x

,

2

1

2

1

<

+¥

È

¥

-


	
[image: image8.wmf](

)

)

x

x

(

x

,

x

2

1

2

1

<




（3）高次不等式，先分解因式，用序根法求出，要特别注意重根的情况的处理。

（4）分式不等式，一般先移项，使一边为零，另一边通分后分解因式，类似高次不等式，用序根法求出。

（5）无理不等式，要注意两条：一是有意义的范围（偶次方根下设开方数非负）二是式子两边偶次方的前提是两边非负。不能保证两边非负，就要进行讨论。

（6）指数、对数不等式，要注意有意义的取值范围（有大于零且不等于1，对数式中真数大于零），还要特别注意底是大于1还是在（0，1）中，它们决定了不等号是否变向。

（3）三角不等式，要注意三角函数的单调区间。

关于绝对值不等式，应首先理解绝对值（此处是指实数的绝对值）的意义：当a>0时| a|=a；当a=0时；当a<0时|a|=-a。

对|x|<a，当a>0时，-a<x<a；当a≤0时,x
[image: image9.wmf]Î



 EMBED Equation.3  [image: image10.wmf]F

；

对|x|>a，当a>0时，x>a或x<-a；当a=0时,x≠0；

当a<0时，x
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熟悉下面的绝对值不等式，并注意等号成立的条件：
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三、典型例题讲解

例1：解不等式：
[image: image13.wmf]2
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按照解分式不等式的程序去解：先移项通分：
[image: image14.wmf]0
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分解因式：
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，出现了相同因式；x2怎么办？先单独考虑它：当x=0时，左边为0，满足原式；当x≠0时，x2>0，原式同解于
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 EMBED Equation.3  [image: image17.wmf]0
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。此时采用序根法式时，要注意两点：（1）由于有等号，故分子相应的根标实点，分母相应的根用空圈，[image: image202.png]


（2）当x此最大根2大时，左为负值，草图应从右下开始（也可改写为
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，则从右上开始）。

得到
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原不等式解集


例2：解关于x的不等式
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首先应考虑有意义：a2-2x2≥0，知分界点为0，当a=0时，原不等式即
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。当a≠0时，
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时左边有意义，而右边是否需要平方要看x≥-a是否成立，讨论应围绕-a与
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1、当a>0时，只要
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，必有x+a>0，原不等式同解于a2-2x2>x2+2ax+a2，
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2、当a<)时，只要
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，右边却为负值，原不等式就成立。
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                  x2-x-6>0

例3：若不等式组                   的整数解只有-3，求k的取值范围。

                  2x2+(2k+7)x+7k<0

整数解问题是我们不熟悉的，我们按题中条件进行了试探：-3满足第二个不等式，故18-3(2k-7)+7k<0，知k<3又由不等式（1）知
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不等式（2）的解集为（k,
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 EMBED Equation.3  [image: image34.wmf]

 EMBED Equation.3  [image: image35.wmf]
例4：解不等式：
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首先考虑有意义的x取值范围：
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  解得
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据此，在前一个区间，左负右正，原不等式成立。在后一个区间，原不等式即
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∴原不等式解集为
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例5：
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，解关于x的不等式：
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要去掉绝对值符号应围绕ax与1与
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的大小进行讨论，而这又与
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有关系，我们可以令t=ax>0，先讨论t与1，
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的大小关系，解出t的范围，再根据
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两种情况分别求出x的范围。

例6：求证：
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前一个不等式，我们可以先证明
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是单调递增的，又|a+b|≤|a|+|b|，
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，也可用分离常数使分子变为常数，再进行放缩（详见附录）。

后一个不等式只要用比差法即可证明。

例7：已知x2+y2=1，求证
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a

1

y

a

1

ax

2

2

+

+

£

£

+

-

首先，把不等式组按基特点改写，
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，使证明两个不等式变成了证明一个不等式，对条件x2+y2=1的利用，可有不同思路。

    一是三角代换：令
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一是用恒等变形：原式
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a2(1-x2)+2axy+1-y2≥0
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a2y2+2axy+x2≥0
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(ay+x) 2≥0，此式当然成立。

例8：已知a2x+a2y=2(ax+ay)，求P=ax+ay的取值范围。

由已知（ax-1）2+(ay-1) 2=2，容易想到三角代换：
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于是P=ax+ay=2+
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但这个结果是错误的，错得很明显；ax、ay故为正数。P必为正，不可能取到0。于是有人便据此修改为（0，4），但不能消除人们的疑问：会不会还有别的值取不到？上述解法出了什么毛病？

事实上
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取值是受限制的：
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上述结果用图象也可看出

     m=ax>0

令            则（m-1）2+(n-1)2=2在m-0-n平面内的图象为圆在第一象限内的圆弧，

     n=ay>0]

而P=m+n为解平为-1，在n轴上截距为P的直线，P的取值范围为（2，4），（见右图）

我们也可用，消元法：a2x+(p-ax)2=2(ax+p-ax)，整理得2a2x-2p.ax+p2-2p=0。

记t=ax>0，则上方程中2t2-2pt+p2-2p=0。由已知条件的“对称性”t’=ay>0也应满足上与性，故此方程有两正根。
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四、巩固练习

1、 已知三正数a,b,c构成等数列，求证a2+b2+c2>(a-b+c) 2
2、 解不等式：
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3、 解关于x的不等式：
[image: image67.wmf])

0

a

(

x

1

a

ax

2

2

>

-

>

-


4、 已知a>0，解关于x 的不等式：
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5、 关于x的不等式
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的解集为A，关于x的不等式x2-3(a+1)x+2(3a+1)≤0的解集为B，求使A
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6，设a,b
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7、若不等式
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对x取一切实数值都成立，求
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8、解不等式：
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9、解不等式：|x-2|-|2x+5|>2x

10、已知函数f(x)=x2-x+13,a为给定的实数，若|x-a|<1，则|f(x)-f(a)|<2(|a|+1)。

11、函数
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的定义域为A，函数y=lg(kx2+4x+k+s)的定义域为B，若A
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B，求k的取值范围。

12、若对满足|m|≤2的一切实数m，都有2x-1>m(x2-1)。求x的取值范围。

参考答案

1、 即证2b(a+b)>2ac
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2、当x≤-1时，原不等式当然成立

   当x>-1时，
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   ∴原不等式解集为
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    1°当a>2时，
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2°当a≤2时
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故当x>1时，原不等式右边为负，当然成立
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7、∵x2-x+1恒取正值，故原不等式即
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9、当x≥时，原不等式即(x-2)-(2x+5)>2x，x
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10、|f(x)-f(a)|=|cx2-x+13-(a2-a+13)|=|x-a||x+a-1|
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12、解法一，设f(m)=(x2-1)m+1-2x，在[-2，2]上恒负，等价于
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解法二：

1、 当|x|>1时，原不等式即
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2、 当|x|<1时，原不等式即
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3、 x=1时，原不等式即或>0，恒成立m
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4、 x=-1时，原不等式即-3>0，恒不成立m
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六、附录

例1：
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∴原不等式解集为
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例2：1、当a=0时，原不等式即
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3、 a<0时，
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例3：由x2+x-b>0解集为
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-3满足不等式（2）。∴（-3）2-3（2k+7）+7k<0,k<3∴不等式（2）之解集为
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例4：解不等式：
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例5：记t=ax>0，则原不等式IP|t-1|+|t2-3|>2，若
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例6、
[image: image196.wmf]|

b

|

|

a

|

1

|

b

|

|

a

|

|

b

|

|

a

|

1

1

1

|

b

a

|

1

1

1

|

b

a

|

1

|

b

a

|

+

+

+

=

+

+

-

=

+

+

-

=

+

+

+



[image: image197.wmf](

)

(

)

(

)

0

|

b

|

1

|

a

|

1

|

b

|

|

a

|

|

b

|

1

|

b

|

|

a

|

|

a

|

1

|

b

|

|

a

|

|

b

|

1

|

a

|

|

a

|

1

|

b

|

|

b

|

1

|

b

|

|

a

|

1

|

a

|

|

b

|

1

|

b

|

|

a

|

1

|

a

|

|

b

|

|

a

|

1

|

b

|

|

b

|

|

a

|

1

|

a

|

2

£

+

+

-

-

=

+

-

-

+

-

=

÷

÷

ø

ö

ç

ç

è

æ

+

+

+

-

÷

÷

ø

ö

ç

ç

è

æ

+

+

+

+

+

+

£

+

+

+

+

+

=

又


∴原不等式组成立。

例7、原不等式等价于
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例8、由已知   a2x+(p-ax)2=2p  ,  2a2x-2p.ax+p2-2p=0同样2a2y-2p.ay+p2-2p=0故ax,ay为方程2t2-2pt+p2-2p=0之两正根。
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