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高中数学复习奥林匹克的技巧（中篇）

2-7-8  配对

配对的形式是多样的，有数字的凑整配对或共轭配对，有解析式的对称配对对或整体配对，有子集与其补集的配对，也有集合间象与原象的配对。凡此种种，都体现了数学和谐美的追求与力量，小高斯求和（1+2+…+99+100）首创了配对，
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也用到了配对。

例2-143  求
[image: image2.wmf]502

0

305

[]

503

n

n

=

å

之值。

解 作配对处理  
[image: image3.wmf]502251251

011

305305305(503)304503

[]([][])30425176304

503503503503

nnn

nnn

===

-´

=+==´=

ååå


例2-144  求和  
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解一  由
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解二  设集合
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这两种解法形式上虽有不同，但本质上是完全一样的，还有一个解法见例2-149。

例2-145  设
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是给定的实数，证明存在实数
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这里的
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表示y的小数部分。

证明   有 
[image: image24.wmf]{

}

{

}

1,

0,

yZ

yy

yZ

ì

Î

ï

+-=

í

Î

ï

î

　

　

　

　

  知
[image: image25.wmf]{

}

{

}

1

yy

+-£


下面利用这一配对式的结论。设
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据抽屉原理①知，必存在
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取
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2-7-9  特殊化

特殊化体现了以退求进的思想：从一般退到特殊，从复杂退到简单，从抽象退到具体，从整体退到部分，从较强的结论退到较弱的结论，从高维退到低维，退到保持特征的最简单情况、退到最小独立完全系的情况，先解决特殊性，再归纳、联想、发现一般性。华罗庚先生说，解题时先足够地退到我们最易看清楚问题的地方，认透了、钻深了，然后再上去。

特殊化既是寻找解题方法的方法，又是直接解题的一种方法。

例2-146  已知恒等式  
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求实数
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解  对
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故有
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代入原式左边，有
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故知
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例2-147  已知
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求证   
[image: image54.wmf]()
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是周期函数。

分析  作特殊化探索。求解的困难在于不知道周期，先特殊化，取一个满足条件的特殊函数
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但
[image: image58.wmf]ctgx

的周期为
[image: image59.wmf]44

4

Ta

p

p

==´=

。

猜想：
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证明  由已知有
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据此，有
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得证
[image: image63.wmf]()
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为周期函数，且
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例2-148  在平面上给定一直线，半径为
[image: image65.wmf]n

厘米（
[image: image66.wmf]n

是整数）的圆以及在圆内的
[image: image67.wmf]4
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条长为1厘米的线段。试证在给定的圆内可以作一条和给定直线平行或垂直的弦，它至少与两条给定的线段相交。

分析  特殊化，令
[image: image68.wmf]1
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，作一个半径为1的圆，在圆内作四条1厘米长的线段，再作一条与已知直线L垂直的直线L’（图2-63）

现从结论入手，设AB∥L并与两条弦相交，则交点在L’上的投影重合，反之，如果四条线段在L或L’上的投影有重合点，则从重合点出发作垂线即可。

由特殊化探索出一个等价命题：将给定的线段向已知直线L或L的垂线作投影时，至少有两个投影点重合。

这可以通过长度计算来证实。

证明  设已知直线为L，作L’⊥L，又设
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从而，两个加项
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中必有一个不小于
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厘米，但圆的直径为
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在L或L’的投影中，至少有两条线段的投影相交，过重迭点作L或L’的垂线即为所求。（将
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表示为三角函数运算更方便）

.
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（例2-51）的求解过程，实质上是对表达式
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2-7-10  一般化

推进到一般，就是把维数较低或抽象程度较弱的有关问题转化为维数较高、抽象程度较强的问题，通过整体性质或本质关系的考虑，而使问题获得解决，离散的问题可以一般化用连续手段处理，有限的问题可以一般化用数学归纳法处理，由于特殊情况往往涉及一些无关宏旨的细节而掩盖了问题的关键，一般情况则更明确地表达了问题的本质。波利亚说：“这看起来矛盾，但当从一个问题过渡到另一个，我们常常看到，新的雄心大的问题比原问题更容易掌握，较多的问题可能比只有一个问题更容易回答，较复杂的定理可能更容易证明，较普遍的问题可能更容易解决。”

希尔伯特还说：在解决一个数学问题时，如果我们没有获得成功，原因常常在于我们没有认识到更一般的观点，即眼下要解决的只不够是一连串有关问题的一个环节。

例2-149  求和（例2-144）   
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解  引进恒等式   
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对
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这实质是将所面临的问题，放到一个更加波澜壮阔的背景上去考察，当中既有一般化、又有特殊化。

例2-150  1985个点分布在一个圆的圆周上，每个点标上+1或-1，一个点称为“好点”，如果从这点开始，依任一方向绕圆周前进到任何一点时，所经过的各数的和都是正的。证明：如果标有-1的点数少于662时，圆周上至少有一个好点。

证明  这里662与1985的关系是不清楚的，一般化的过程其实也就是揭示它们内在联系的过程，可以证明更一般性的结论：在
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（1）
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时，如图2-64，A、B、C、D标上+1，则B、C均为好点。

（2）假设命题当
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对
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，可任取一个-1，并找出两边距离它最近的两个+1，将这3个点一齐去掉，在剩下的
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个-1，因而一定有好点，记为P。现将取出的3个点放回原处，因为P不是离所取出的-1最近的点，因而从P出发依圆周两方前进时，必先遇到添回的+1，然后再遇到添回的-1，故P仍是好点，这说明，
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由数学归纳法得证一般性命题成立，取
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即得本例成立。

这里一般化的好处是：第一，可以使用数学归纳法这个有力工具；第二归纳假设提供了一个好点，使得顺利过渡到
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。一般说来，更强的命题提供更强的归纳假设。

例2-151  设
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是整数。

证明   考虑更一般性的整系数多项式    
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由  
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这里，把常数
[image: image115.wmf]m

一般化为变数之后，函数性质便成为解决问题的锐利武器。

2-7-11  数字化

数字化的好处是：将实际问题转化为数学问题的同时，还将抽象的推理转化为具体的计算。这在例2-33中已见过。

例2-152  今有男女各2n人，围成内外两圈跳舞，每圈各2n人，有男有女，外圈的人面向内，内圈的人面向外，跳舞规则如下：每当音乐一起，如面对面者为一男一女，则男的邀请女的跳舞，如果均为男的或均为女的，则鼓掌助兴，曲终时，外圈的人均向左横移一步，如此继续下去，直至外圈的人移动一周。

证明：在整个跳舞过程中至少有一次跳舞的人不少于n对。

解  将男人记为+1，女人记为-1，外圈的2n个数
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中的-1的个数表示这时跳舞的对数，如果在整个过程中，每次跳舞的人数均少于n队，那么恒有
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从而总和
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   ②

由①与②矛盾知，至少有一次跳舞的人数不少于n对。

这里还用到整体处理的技巧。

例 2-153  有男孩、女孩共n个围坐在一个圆周上（
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证明  现将小孩记作
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其中
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又设取值为3的
[image: image135.wmf]i

A

有
[image: image136.wmf]p

个，取值为
[image: image137.wmf]3

-

的
[image: image138.wmf]i

A

有
[image: image139.wmf]q

个，依题意，取值为1的
[image: image140.wmf]i

A

有
[image: image141.wmf]b

个，取值为
[image: image142.wmf]1

-

的
[image: image143.wmf]i

A

有
[image: image144.wmf]a

个，得 
[image: image145.wmf]1212323412

3()()()()

nn

aaaaaaaaaaaa

+++=+++++++++

…

…


           
[image: image146.wmf]3(3)(1)3()()

pqabpqbq

=+-+-+=-+-


可见
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考虑积   
[image: image151.wmf]3

12

1()

ba

n

aaa

w

-

==

…

     知
[image: image152.wmf]3
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2-7-12  有序化

当题目出现多参数、多元素（数、字母、点、角、线段等）时，若按一定的规则（如数的大小，点的次序等），将其重新排列，则排序本身就给题目增加了一个已知条件（有效增设），从而大大降低问题的难度。特别是处理不等关系时，这是一种行之有效的技巧。

例2-154  设有
[image: image153.wmf]22
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的正方形方格棋盘。在其中任意的3n个方格中各放一枚棋子，求证可以选出
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列，使得3枚棋子都在这n行和n列中。

证明  设3n枚棋子放进棋盘后，2n行上的棋子数从小到大分别为
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（1）若
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（2）若
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得③式也成立。

据③式，可取棋子数分别为
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所对应的行，共n行。由于剩下的棋子数不超过n，因而至多取n列必可取完全部3n个棋子。

例2-155  设
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解  由条件的对称性，不妨设   
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这就改变了条件的对称性，相当于增加了一个条件  
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从而，代入①得  
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当
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2-7-13  不变量

在一个变化的数学过程中常常有个别的不变元素或特殊的不变状态，表现出相对稳定的较好性质，选择这些不变性作为解题的突破口是一个好主意。

例2-156  从数集
[image: image182.wmf]{
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开始，每一次从其中任选两个数
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解  对于数集
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即每一次替代后，保持3个元素的平方和不变（不变量）。由
[image: image190.wmf]222222
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不能由
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    例2-157  设
[image: image193.wmf]21
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个整数
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；从其中任意去掉一个，剩下的
[image: image196.wmf]2
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个数可以分成个数相等的两组，其和相等。证明这2n+1个整数全相等。

证明  分三步进行，每一步都有“不变量”的想法。

第一步  先证明这2n+1个数的奇偶性是相同的。

因为任意去掉一个数后，剩下的数可分成两组，其和相等，故剩下的2n个数的和都是偶数。因此，任一个数都与这2n+1个数的总和具有相同的奇偶性。

第二步  如果
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具有性质P，则每个数都减去整数
[image: image198.wmf]c

之后，仍具有性质P，特别地取
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也具有性质P，由第一步的结论知，
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第三步  由
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都是整数，且仍具有性质P，再由第一步知，这
[image: image204.wmf]21

n

+

个数的奇偶性相同，为偶数，所以都除以2后，仍是整数且具有性质P，余此类推，对任意的正整数
[image: image205.wmf]k

，均有
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为整数，且具有性质P，因
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可以任意大，这就推得
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2-7-14  整体处理

数学题本身是一个子系统，在解题中，注意对其作整体结构的分析，从整体性质上去把握各个局部，这样的解题观念或思考方法，称为整体处理。

例2-158  九个袋子分别装有9，12，14，16，18，21，24，25，28只球，甲取走若干袋，乙也取走若干带，最后只剩下一袋，已知甲取走的球数总和是乙的两倍，问剩下的一袋内装有球几只？

解  从全局上考虑，由于甲取走的球数是乙取走球数的两倍，所以取走的球数总和必是3的倍数，而九个袋子的球数之和被3除余2，所以剩下的一袋也是被3除余2，又由于九袋中，只有
[image: image210.wmf]142(mod3)
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，故剩下的袋内装球14只。

例2-159  证明任意3个实数
[image: image211.wmf],,
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证明  若不然，存在3个实数
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这一矛盾说明，任意3个实数
[image: image218.wmf],,
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不能同时满足题设的三个不等式。

2-7-15  变换还原

利用那些具有互逆作用的公式或运算，先作交换，再作还原，是绕过难点，避开险处的一个技巧。

例2-160  求数列的通项，已知
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解    引进变换
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得
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例2-161  证明恒等式
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证明   利用互逆公式：

若
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先作（2）中的运算
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再作（3）中的运算
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2-7-16  逐步调整

在涉及到有限多个元素的系统中，系统的状态是有限的，因而总可以经过有限次调整，把系统调整到所要求的状态（常常是极值状态）。

例2-162  已知二次三项式
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证明  由
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则（1）中等号成立。
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可作变换    
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当
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不全相等时，则又进行同样的变换，每次变换都使
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此题中逐步调到平衡状态的方法也叫磨光法，所进行的变换称为磨光变换。

例2-163  平面上有100条直线，它们之间能否恰有1985个不同的交点。

解  100条直线若两两相交，可得
[image: image260.wmf]2
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设直线有
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个共点的直线束，每一束中直线的条数为
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这时，每一束的交点数下降了
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可取最接近2965的
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这表明，100条直线中，有77条直线共A点，另9条直线共B点，还有4条直线共C点，此外再无“三线共点”或“平行线”，则恰有1985个交点。

2-7-17  奇偶分析

通过数字奇偶性质的分析而获得解题重大进展的技巧，常称作奇偶分析，这种技巧与分类、染色、数字化都有联系，例2-32是一个浅而不俗的例子，
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用到了这一技巧。

例2-164  设
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证明一    （反证法）若
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（为偶数）。

由奇数≠偶数知，
[image: image278.wmf]p

不能是奇数，从而
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为偶数。

这种解法，简捷明快，体现了整体处理的优点，但同时也“掩盖”着p为偶数的原因。

证明二    若p为奇数，则
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故1，2，…，7中奇数与偶数的个数相同，从而
[image: image286.wmf]{
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中有偶数个元素，但
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为奇数，这一矛盾说明，p为偶数。

这一解决的实质是，要建立从A到A之间“奇数与偶数”的一一映射是不可能的，因为这要求
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证明三    在1，2，…，7，
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中共有7个括号，故其中必有一个括号，两个数都是奇数，从而这个括号为偶数，具有偶约束的p当然也是偶数。

例2-165  在数轴上给定两点1和
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，在区间
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条线段，证明在此n+1条线段中，以一个有理点和一个无理点为端点的线段恰有奇数条。

证明    将
[image: image299.wmf]2

n

+

个点按从小到大的顺序记为
[image: image300.wmf]122

,,,

n

AAA

+

…

，并在每一点赋予数值
[image: image301.wmf]i

a

，使


[image: image302.wmf]1

1

i

i

i

A

a

A

ì

=

í

-

î

　

　

当

为

有

理

数

点

时

，

　

　

当

为

无

理

数

点

时

。


与此同时，每条线段
[image: image303.wmf]1

ii

AA

+

也可数字化为
[image: image304.wmf]1

ii

aa

+



[image: image305.wmf]1

1

1

1,,

1,,

ii

ii

ii

AA

aa

AA

+

+

+

-

ì

=

í

î

　

当

一

为

有

理

数

点

，

另

一

为

无

理

数

时

，

　

当

同

为

有

理

数

点

或

无

理

数

点

时


记
[image: image306.wmf]1

1

ii

aa

+

·=-

的线段有
[image: image307.wmf]k

条，则


[image: image308.wmf]1

(1)(1)(1)

kknk

-+

-=-+



 EMBED Equation.DSMT4  [image: image309.wmf]12233412

()()()()

nn

aaaaaaaa

++

=

…


                    
[image: image310.wmf]2

12312

()

nn

aaaaa

-+

=

…


                    
[image: image311.wmf]12

1

n

aa

+

==-


故
[image: image312.wmf]k

为奇数。

学而思教育·学习改变命运 思考成就未来！                 高考网www.gaokao.com


_1219319706.unknown

_1219472140.unknown

_1219473706.unknown

_1219475884.unknown

_1219478159.unknown

_1219478485.unknown

_1219479328.unknown

_1219479826.unknown

_1219480154.unknown

_1219489896.unknown

_1219489997.unknown

_1219490016.unknown

_1219489945.unknown

_1219480160.unknown

_1219479914.unknown

_1219480153.unknown

_1219479827.unknown

_1219479370.unknown

_1219479825.unknown

_1219479343.unknown

_1219478943.unknown

_1219479177.unknown

_1219479178.unknown

_1219479175.unknown

_1219479176.unknown

_1219479092.unknown

_1219478509.unknown

_1219478510.unknown

_1219478508.unknown

_1219478227.unknown

_1219478356.unknown

_1219478395.unknown

_1219478256.unknown

_1219478182.unknown

_1219478200.unknown

_1219478173.unknown

_1219476540.unknown

_1219477993.unknown

_1219478069.unknown

_1219478080.unknown

_1219478024.unknown

_1219477866.unknown

_1219477874.unknown

_1219477829.unknown

_1219476014.unknown

_1219476130.unknown

_1219476270.unknown

_1219476034.unknown

_1219475988.unknown

_1219475991.unknown

_1219475987.unknown

_1219474483.unknown

_1219475471.unknown

_1219475751.unknown

_1219475879.unknown

_1219475880.unknown

_1219475795.unknown

_1219475577.unknown

_1219475729.unknown

_1219475499.unknown

_1219474604.unknown

_1219474864.unknown

_1219475430.unknown

_1219474726.unknown

_1219474522.unknown

_1219474551.unknown

_1219474512.unknown

_1219474252.unknown

_1219474331.unknown

_1219474374.unknown

_1219474456.unknown

_1219474362.unknown

_1219474286.unknown

_1219474306.unknown

_1219474273.unknown

_1219473965.unknown

_1219474101.unknown

_1219474238.unknown

_1219474034.unknown

_1219473776.unknown

_1219473846.unknown

_1219473733.unknown

_1219472883.unknown

_1219473343.unknown

_1219473599.unknown

_1219473702.unknown

_1219473703.unknown

_1219473701.unknown

_1219473700.unknown

_1219473416.unknown

_1219473598.unknown

_1219473347.unknown

_1219473126.unknown

_1219473165.unknown

_1219473177.unknown

_1219473149.unknown

_1219473019.unknown

_1219473020.unknown

_1219472904.unknown

_1219472518.unknown

_1219472833.unknown

_1219472838.unknown

_1219472861.unknown

_1219472834.unknown

_1219472555.unknown

_1219472776.unknown

_1219472523.unknown

_1219472391.unknown

_1219472430.unknown

_1219472517.unknown

_1219472395.unknown

_1219472169.unknown

_1219472288.unknown

_1219472156.unknown

_1219323029.unknown

_1219326544.unknown

_1219329176.unknown

_1219329346.unknown

_1219329427.unknown

_1219472111.unknown

_1219329426.unknown

_1219329338.unknown

_1219329339.unknown

_1219329337.unknown

_1219329336.unknown

_1219327049.unknown

_1219327184.unknown

_1219327187.unknown

_1219327050.unknown

_1219326966.unknown

_1219326967.unknown

_1219326965.unknown

_1219323306.unknown

_1219326302.unknown

_1219326540.unknown

_1219326541.unknown

_1219326539.unknown

_1219323523.unknown

_1219326110.unknown

_1219323415.unknown

_1219323159.unknown

_1219323236.unknown

_1219323253.unknown

_1219323213.unknown

_1219323115.unknown

_1219323139.unknown

_1219323067.unknown

_1219320417.unknown

_1219322607.unknown

_1219322700.unknown

_1219322764.unknown

_1219322909.unknown

_1219322723.unknown

_1219322646.unknown

_1219322676.unknown

_1219322645.unknown

_1219320644.unknown

_1219320945.unknown

_1219322493.unknown

_1219320944.unknown

_1219320502.unknown

_1219320538.unknown

_1219320437.unknown

_1219320029.unknown

_1219320230.unknown

_1219320267.unknown

_1219320416.unknown

_1219320233.unknown

_1219320031.unknown

_1219320032.unknown

_1219320030.unknown

_1219319931.unknown

_1219319953.unknown

_1219320028.unknown

_1219320027.unknown

_1219319943.unknown

_1219319900.unknown

_1219319923.unknown

_1219319787.unknown

_1219301571.unknown

_1219306319.unknown

_1219307365.unknown

_1219318187.unknown

_1219319579.unknown

_1219319701.unknown

_1219319702.unknown

_1219319595.unknown

_1219319450.unknown

_1219319556.unknown

_1219319279.unknown

_1219316690.unknown

_1219318162.unknown

_1219318175.unknown

_1219316815.unknown

_1219316666.unknown

_1219316677.unknown

_1219307366.unknown

_1219306808.unknown

_1219306868.unknown

_1219306953.unknown

_1219307069.unknown

_1219306940.unknown

_1219306844.unknown

_1219306854.unknown

_1219306834.unknown

_1219306679.unknown

_1219306790.unknown

_1219306797.unknown

_1219306789.unknown

_1219306528.unknown

_1219306529.unknown

_1219306471.unknown

_1219304276.unknown

_1219305592.unknown

_1219306132.unknown

_1219306179.unknown

_1219306189.unknown

_1219306133.unknown

_1219305618.unknown

_1219306131.unknown

_1219306130.unknown

_1219305602.unknown

_1219305275.unknown

_1219305401.unknown

_1219305402.unknown

_1219305345.unknown

_1219305179.unknown

_1219305271.unknown

_1219304277.unknown

_1219302261.unknown

_1219303949.unknown

_1219304039.unknown

_1219304129.unknown

_1219304275.unknown

_1219303960.unknown

_1219303889.unknown

_1219303937.unknown

_1219302419.unknown

_1219302132.unknown

_1219302209.unknown

_1219302260.unknown

_1219302133.unknown

_1219301665.unknown

_1219302047.unknown

_1219301572.unknown

_1219300167.unknown

_1219300791.unknown

_1219301109.unknown

_1219301311.unknown

_1219301443.unknown

_1219301456.unknown

_1219301570.unknown

_1219301435.unknown

_1219301199.unknown

_1219301237.unknown

_1219301156.unknown

_1219300938.unknown

_1219301011.unknown

_1219301012.unknown

_1219300939.unknown

_1219301010.unknown

_1219300837.unknown

_1219300937.unknown

_1219300806.unknown

_1219300431.unknown

_1219300600.unknown

_1219300706.unknown

_1219300738.unknown

_1219300646.unknown

_1219300477.unknown

_1219300494.unknown

_1219300464.unknown

_1219300263.unknown

_1219300375.unknown

_1219300404.unknown

_1219300264.unknown

_1219300184.unknown

_1219300262.unknown

_1219300175.unknown

_1219239027.unknown

_1219240483.unknown

_1219241637.unknown

_1219241718.unknown

_1219242110.unknown

_1219241656.unknown

_1219241339.unknown

_1219241539.unknown

_1219241171.unknown

_1219240392.unknown

_1219240475.unknown

_1219240476.unknown

_1219240393.unknown

_1219240097.unknown

_1219240257.unknown

_1219239154.unknown

_1219237751.unknown

_1219238150.unknown

_1219238985.unknown

_1219238998.unknown

_1219238154.unknown

_1219237936.unknown

_1219238057.unknown

_1219237883.unknown

_1219237365.unknown

_1219237432.unknown

_1219237439.unknown

_1219237431.unknown

_1219236999.unknown

_1219237187.unknown

_1219236964.unknown

