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学而思教育·学习改变命运 思考成就未来！                 高考网www.gaokao.com

北京英才苑   高三数学第二轮复习教案

第2讲   数列问题的题型与方法
（3课时）
一、考试内容
    数列；等差数列及其通项公式，等差数列前n项和公式；等比数列及其通项公式，等比数列前n项和公式。
二、考试要求
   1．理解数列的概念，了解数列通项公式的意义，了解递推公式是给出数列的一种方法，并能根据递推公式写出数列的前几项。
   2．理解等差数列的概念，掌握等差数列的通项公式与前n项和公式，并能运用公式解答简单的问题。
   3．理解等比数列的概念，掌握等比数列的通项公式与前n项和公式，并能运用公式解决简单的问题。
三、复习目标
1． 能灵活地运用等差数列、等比数列的定义、性质、通项公式、前n项和公式解题；

2．能熟练地求一些特殊数列的通项和前
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项的和；

3．使学生系统掌握解等差数列与等比数列综合题的规律，深化数学思想方法在解题实践中的指导作用，灵活地运用数列知识和方法解决数学和实际生活中的有关问题；
4．通过解决探索性问题，进一步培养学生阅读理解和创新能力，综合运用数学思想方法分析问题与解决问题的能力．
5．在解综合题的实践中加深对基础知识、基本技能和基本数学思想方法的认识，沟通各类知识的联系，形成更完整的知识网络，提高分析问题和解决问题的能力．
6．培养学生善于分析题意，富于联想，以适应新的背景，新的设问方式，提高学生用函数的思想、方程的思想研究数列问题的自觉性、培养学生主动探索的精神和科学理性的思维方法．
四、双基透视
1． 可以列表复习等差数列和等比数列的概念、有关公式和性质.

2．判断和证明数列是等差（等比）数列常有三种方法：

(1)定义法：对于n≥2的任意自然数,验证
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为同一常数。
(2)通项公式法：
①若 [image: image3.png]
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+（n-k）d ，则
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为等差数列；
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 ，则
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为等比数列。
(3)中项公式法：验证 [image: image9.png]28y, = @y +ay
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都成立。
3. 在等差数列
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中,有关Sn 的最值问题——常用邻项变号法求解：  
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>0,d<0时，满足 [image: image13.png]@, 20
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取最大值.
(2)当 [image: image15.png]


<0,d>0时，满足 [image: image16.png]G, <0
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  的项数m使得[image: image17.png]


取最小值。
在解含绝对值的数列最值问题时,注意转化思想的应用。
4.数列求和的常用方法：公式法、裂项相消法、错位相减法、倒序相加法等。

五、注意事项
1．证明数列
[image: image18.wmf]{

}

n

a

是等差或等比数列常用定义，即通过证明
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2．在解决等差数列或等比数列的相关问题时，“基本量法”是常用的方法，但有时灵活地运用性质，可使运算简便。

3．对于一般数列的问题常转化为等差、等比数列求解。

4．注意一些特殊数列的求和方法。

5．注意
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之间关系的转化。如：
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6．数列极限的综合题形式多样，解题思路灵活，但万变不离其宗，就是离不开数列极限的概念和性质，离不开数学思想方法，只要能把握这两方面，就会迅速打通解题思路．
7．解综合题的成败在于审清题目，弄懂来龙去脉，透过给定信息的表象，抓住问题的本质，揭示问题的内在联系和隐含条件，明确解题方向，形成解题策略．
8．通过解题后的反思，找准自己的问题，总结成功的经验，吸取失败的教训，增强解综合题的信心和勇气，提高分析问题和解决问题的能力．
数列是高中数学的重要内容，又是学习高等数学的基础，所以在高考中占有重要的地位。高考对本章的考查比较全面，等差数列，等比数列的考查每年都不会遗漏。解答题多为中等以上难度的试题，突出考查考生的思维能力，解决问题的能力，试题大多有较好的区分度。有关数列的试题经常是综合题，经常把数列知识和指数函数、对数函数和不等式的知识综合起来，试题也常把等差数列、等比数列，求极限和数学归纳法综合在一起。探索性问题是高考的热点，常在数列解答题中出现。本章中还蕴含着丰富的数学思想，在主观题中着重考查函数与方程、转化与化归、分类讨论等重要思想，以及配方法、换元法、待定系数法等基本数学方法。应用问题考查的重点是现实客观事物的数学化，常需构造数列模型，将现实问题转化为数学问题来解决。 

六、范例分析

例1．已知数列{a
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}是公差d≠0的等差数列，其前n项和为S
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证明：(1)因为等差数列{a
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(2)直线l
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例2．已知数列
[image: image49.wmf]{

}

n

a

中，
[image: image50.wmf]n

S

是其前
[image: image51.wmf]n

项和，并且
[image: image52.wmf]11

42(1,2,),1

nn

Sana

+

=+==

L

，

⑴设数列
[image: image53.wmf])

,

2

,

1

(

2

1

L

L

=

-

=

+

n

a

a

b

n

n

n

，求证：数列
[image: image54.wmf]{

}

n

b

是等比数列；

⑵设数列
[image: image55.wmf])

,

2

,

1

(

,

2

L

L

=

=

n

a

c

n

n

n

，求证：数列
[image: image56.wmf]{

}

n

c

是等差数列；

⑶求数列
[image: image57.wmf]{

}

n

a

的通项公式及前
[image: image58.wmf]n

项和。

分析：由于{b
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当n≥2时，S
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说明：1．本例主要复习用等差、等比数列的定义证明一个数列为等差，等比数列，求数列通项与前
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2．解综合题要总揽全局，尤其要注意上一问的结论可作为下面论证的已知条件，在后面求解的过程中适时应用．
例3．已知数列{a
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综合上面两种情况，当q＞-1且q≠0时，S
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例4．(2001年全国理)从社会效益和经济效益出发，某地投入资金进行生态环境建设，并以此发展旅游产业. 根据规划，本年度投入800万元，以后每年投入将比上年减少
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.本年度当地旅游业收入估计为400万元，由于该项建设对旅游业的促进作用，预计今后的旅游业收入每年会比上年增加
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。(Ⅰ)设n年内(本年度为第一年)总投入为an万元，旅游业总收入为bn万元. 写出an，bn的表达式(Ⅱ)至少经过几年旅游业的总收入才能超过总投入?

解析：第1年投入800万元，第2年投入800×（1-[image: image166.png]


）万元……，
第n年投入800×（1－[image: image167.png]


）n－1万元
所以总投入an＝800＋800（1－[image: image168.png]
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同理：第1年收入400万元，第2年收入400×（1＋[image: image171.png]


）万元，……，
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）n－1万元
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）n－1］
(2)∴bn－an＞0，1600［（[image: image176.png]
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）n＋2×（[image: image179.png]


）n－7＞0
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）n，5x2－7x＋2＞0 ∴x＜[image: image181.png]


，x＞1（舍)  即（[image: image182.png]


）n＜[image: image183.png]


，n≥5.
说明：本题主要考查建立函数关系式，数列求和，不等式等基础知识，考查综合运用数学知识解决实际问题的能力。解数学问题应用题重点在过好三关：（1）事理关：阅读理解，知道命题所表达的内容；（2）文理关：将“问题情景”中的文字语言转化为符号语言，用数学关系式表述事件；（3）数理关：由题意建立相关的数学模型，将实际问题数学化，并解答这一数学模型，得出符合实际意义的解答。
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说明：本例主要复习利用错位相减解决差比数列的求和问题。关键是先研究通项，确定
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解法一：设等差数列{a
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一步加工，有下面的解法)

解法二：
[image: image216.png]3aytay) _3° 2ay

S =
5 2(a; tay),
B RPN LN

2 2




依题意，得
[image: image217.png]1 1 1.7
350 38=(35)

1,1
35 tpSi=2

al+a, * a;-2al =0,
2’ =4-3a,





[image: image218.png]HTfa=ogta= 2. UTARE—.




例7．设二次方程
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例8．在直角坐标平面上有一点列
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说明：本例为数列与解析几何的综合题，难度较大（1）、（2）两问运用几何知识算出
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说明：本例复习数列通项，数列求和以及有关数列与不等式的综合问题。

例10．如图，在y轴的正半轴上依次有点
[image: image330.wmf]L

L

,

,

,

,

2

1

n

A

A

A

其中点
[image: image331.wmf])

10

,

0

(

),

1

,

0

(

2

1

A

A

，且
[image: image332.wmf]|

|

3

|

|

1

1

+

-

=

n

n

n

n

A

A

A

A



 EMBED Equation.3  [image: image333.wmf])

,

4

,

3

,

2

(

L

=

n

，在射线
[image: image334.wmf])

0

(

³

=

x

x

y

上依次有点
[image: image335.wmf]L

L

,

,

,

,

2

1

n

B

B

B

点
[image: image336.wmf]1

B

的坐标为（3，3），且
[image: image337.wmf]2

2

|

|

|

|

1

+

=

-

n

n

OB

OB



 EMBED Equation.3  [image: image338.wmf])

,

4

,

3

,

2

(

L

=

n

 

⑴用含
[image: image339.wmf]n

的式子表示
[image: image340.wmf]|

|

1

+

n

n

A

A

；

⑵用含
[image: image341.wmf]n

的式子表示
[image: image342.wmf]n

n

B

A

,

的坐标；

⑶求四边形
[image: image343.wmf]n

n

n

n

B

B

A

A

1

1

+

+

面积的最大值。

解：（1）
[image: image344.wmf]9

1

10

|

|

,

3

1

|

|

|

|

2

1

1

1

=

-

=

=

-

+

A

A

A

A

A

A

n

n

n

n

且

Q

，
[image: image345.wmf]3

1

1

2

1

1

)

3

1

(

)

3

1

(

9

)

3

1

(

|

|

|

|

-

-

-

+

=

=

=

\

n

n

n

n

n

A

A

A

A


（2）由（1）得
[image: image346.wmf]4

4

1

3

2

2

1

)

3

1

(

2

1

2

27

)

3

1

(

1

3

9

|

|

|

|

|

|

-

-

-

-

=

+

+

+

+

=

+

+

+

n

n

n

n

A

A

A

A

A

A

L

L



[image: image347.wmf]n

A

点

\

的坐标
[image: image348.wmf])

)

3

1

(

2

1

2

27

,

0

(

4

-

-

n

，
[image: image349.wmf]2

3

|

|

2

2

|

|

|

|

1

1

=

=

-

-

OB

OB

OB

n

n

且

Q



[image: image350.wmf]|}

{|

n

OB

Q

是以
[image: image351.wmf]2

3

 为首项，
[image: image352.wmf]2

2

 为公差的等差数列
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（3）连接
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说明：本例为数列与几何的综合题。由题意知
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为等差，（3）利用函数单调性求最值。

例11．设正数数列{a
[image: image367.wmf]n

}为一等比数列，且a
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说明：这是2000年全国高考上海试题，涉及对数、数列、极限的综合题，主要考查等比数列的定义及通项公式，等差数列前n项和公式，对数计算，求数列极限等基础知识，以及综合运用数学知识的能力．
例12．已知抛物线
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，过原点作斜率1的直线交抛物线于第一象限内一点
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方法（一）
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方法（二）用数学归纳法证明，其中假设
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a
[image: image421.wmf]n

)，…

是公差为-1的等差数列，又2a
[image: image422.wmf]2

-a
[image: image423.wmf]1

，2a
[image: image424.wmf]3
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(1)求数列{a
[image: image429.wmf]n

}的通项公式；
(2)计算 [image: image430.png]


(a
[image: image431.wmf]1

+a
[image: image432.wmf]2

+…+a
[image: image433.wmf]n

)．
分析：由于题设中的等差数列和等比数列均由数列{an}的相关项构成，分别求出它们的通项公式构造关于a
[image: image434.wmf]n

的方程组．
解：(1)设b
[image: image435.wmf]n

=log
[image: image436.wmf]2

(3a
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)，因为{bn}是等差数列，d=-1．b1=log
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=2 a
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，{c
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}是等比数列，公比为q，|q|＜1，
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例14．等比数列{a
[image: image456.wmf]n

}中，已知a1≠0，公比q＞0，前n项和为S
[image: image457.wmf]n

，自然数b，c，d，e满足b＜c≤d＜e，且b+e=c+d．
求证：S
[image: image458.wmf]b

·S
[image: image459.wmf]e

＜S
[image: image460.wmf]c

·S
[image: image461.wmf]d

．
分析：凡是有关等比数列前n项Sn的问题，首先考虑q=1的情况，证明条件不等式时，正确适时地应用所给的条件是成败的关键．
[image: image462.png]W (VZq=18, 5,5,

ca =cd*al
dva =cdeal.
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(证明不等式首选方法是差比较法，即作差—变形—判定符号，变形要有利于判定符号．)

be-cd=(c+d-e)e-cd=ce+de-e2-cd=(c-e)(e-d)．
因为c＜e，d＜e，所以c-e＜0，e-d＞0，于是(c-e)(e-d)＜0．又
[image: image463.png]70, aj >0, BEAS, « 5,<C5, * 5,.
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同理

[image: image465.png]o ]2 s eaah.
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(要比较S
[image: image466.wmf]b

·S
[image: image467.wmf]e

与S
[image: image468.wmf]c

·S
[image: image469.wmf]d

的大小，只要比较(1-qb)(1-qe)与(1-qc)(1-qd)的大小，仍然运用差比较法．)

(1-qb)(1-qe)-(1-qc)(1-qd)=qc+qd-qb-qe=(qc-qb)-(qe-qd)．
(能否将qc-qb用qe-qd表示是上式化成积的关键，利用给定的c+d=b+e，寻求变形的途径，c=b+e-d，d、e出现了，于是qc-qb=qb+e-d-qb=qb(qe-d-1)=qbq-d(qe-qd)．恒等变形只有目标明确，变形才能有方向．)

上式=qbq-d(qe-qd)-(qe-qd)=(qe-qd)(qbq-d-1)=q-d(qe-qd)(qb-qd)．因为q＞0．所以q-d＞0．
(运用函数的思想将问题转化为根据指数函数的单调性判别乘积的符号)事实上，由b＜d＜e，q＞0，
①当0＜q＜1时，y=qx是减函数，qe＜qd，qb＞qd，即qe-qd＜0，qb-qd＞0；
②当q＞1时，y=qx是增函数，qe＞qd，qb＜qd，即qe-qd＞0，qb-qd＜0．
所以无论0＜q＜1还是q＞1，都有qe-qd与qb-qd异号，即(qe-qd)(qb-qd)＜0．
[image: image470.png]2
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综上所述，无论q=1还是q≠1，都有S
[image: image471.wmf]b

·S
[image: image472.wmf]e
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[image: image473.wmf]c

·S
[image: image474.wmf]d

．
说明：复习课的任务在于对知识的深化，对能力的提高、关键在落实．根据上面所研究的问题，进一步提高运用函数的思想、方程的思想解决数列问题的能力．
例15．（2003年北京春季高考）如图，在边长为l的等边△ABC中，圆O1为△ABC的内切圆，圆O2与圆O1外切，且与AB，BC相切，…，圆On+1与圆On外切，且与AB，BC相切，如此无限继续下去. 记圆On的面积为[image: image475.png]a,(ne Ny
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   （Ⅰ）证明[image: image476.png]


是等比数列；
   （Ⅱ）求[image: image477.png]m (@) +a, +A +a,)



的值.
   （Ⅰ）证明：记rn为圆On的半径，
则[image: image478.png]
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　所以[image: image480.png]évn,,(nzz)ﬂ:%a, o




 

[image: image481.png]


故[image: image482.png]


成等比数列. 
 （Ⅱ）解：因为[image: image483.png]a, = ame M),




所以[image: image484.png]@
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说明：本小题主要考查数列、数列极限、三角函数等基本知识，考查逻辑思维能力.
七、强化训练

1．设S
[image: image485.wmf]n

和T
[image: image486.wmf]n

分别为两个等差数列的前n项和，若对任意n∈N，
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　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　           　 （　　　 ）
A．4∶3            B．3∶2          C．7∶4        D．78∶71

2．一个首项为正数的等差数列中，前3项的和等于前11项的和，当这个数列的前n项和最大时，n等于．　　　　　　　　　　　                             （　　　 ）

A．5　　　　　     B．6             C．7　　　　    D．8

3．若数列
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，则数列的通项
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4．设在等比数列
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5．根据下面各个数列
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的首项和递推关系，求其通项公式
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6．数列
[image: image506.wmf]{
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的前
[image: image507.wmf]n

项和
[image: image508.wmf]r
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为不等于0，1的常数)，求其通项公式
[image: image509.wmf]n
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7．某县位于沙漠地带，人与自然长期进行着顽强的斗争，到2001年底全县的绿化率已达30%。从2002年开始，每年将出现这样的局面，即原有沙漠面积的16%将被绿化，与此同时，由于各种原因，原有绿化面积的4%又被沙化。

（1）设全县面积为1，2001年底绿化面积为
[image: image510.wmf],
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a

经过
[image: image511.wmf]n

年绿化总面积为
[image: image512.wmf].
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求证
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（2）至少需要多少年（年取整数，
[image: image514.wmf]3010

.
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lg

=

）的努力，才能使全县的绿化率达到60%？

8．（2002年春招试题）已知点的序列[image: image515.png]


（[image: image516.png]


，0），[image: image517.png]


，其中[image: image518.png]


=0，[image: image519.png]


，A3是线钱A1A2的中点，A4是线段A2A3的中点，…，An是线段[image: image520.png]


的中点，…。
（I）写出[image: image521.png]


与[image: image522.png]ol



、[image: image523.png]52



之间的关系式（[image: image524.png]


≥3）
（II）设[image: image525.png]e

x,



，计算[image: image526.png]


，[image: image527.png]


，[image: image528.png]


，由此推测数列{[image: image529.png]


}的通项公式，并加以证明。

9．(94年全国理)设｛an｝是正数组成的数列，其前n项和为Sn，并且对所有自然数n，an与2的等差中项等于Sn与2的等比中项. 
(1)写出数列｛an｝的前三项；(2)求数列｛an｝的通项公式(写出推证过程)；
(3)令bn=[image: image530.png]




 INCLUDEPICTURE "http://www.ycy.com.cn/2fxzd/word/16/16.htm37.gif" \* MERGEFORMATINET [image: image531.png]


(n∈N)，求：b1+b2+…+bn-n.
八、参考答案
1．解：设这两个等差数列分别为{an}和{bn}．
[image: image532.png]1
36+ an)@n =D

1
S b )@ -]





[image: image533.png]an _Sicna _Sa _ 702141 4

by T T,

FALL =z
s Ty 421427 3




故选择A．
说明：注意巧妙运用等差中项的性质来反映等差数列的通项an与前2n-1项和S2n-1的内在联系．
2．解：依题意知．数列单调递减，公差d＜0．因为
S3=S11=S3+a4+a5+…+a10+a11
所以　　　　　 a4+a5+…+a7+a8+…+a10+a11=0

即　　　　　　　　 a4+a11=…=a7+a8=0，
故当n=7时，a7＞0，a8＜0．选择C．
解选择题注意发挥合理推理和估值的作用．
3．解：多次运用迭代，可得
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4．解：
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 EMBED Equation.3  [image: image538.wmf]1
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或
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说明：本例主要复习数列的基本运算和方程思想的应用。
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又解：由题意，
[image: image549.wmf]n

n

na

a

n

=

+

+

1

)

1

(

对一切自然数
[image: image550.wmf]n

成立，
[image: image551.wmf]1

1

)

1

(

1

1

=

×

=

=

-

=

\

-

a

a

n

na

n

n

L



[image: image552.wmf].

1

n

a

n

=

\


（3）
[image: image553.wmf]}

2

{

)

2

(

2

1

2

1

2

1

1

1

-

\

-

=

-

\

+

=

+

+

n

n

n

n

n

a

a

a

a

a

Q

是首项为
[image: image554.wmf]1

2

1

-

=

-

a


公比为
[image: image555.wmf]2

1

的等比数列，
[image: image556.wmf].

)

2

1

(

2

,

)

2

1

(

1

2

1

1

-

-

-

=

\

×

-

=

-

\

n

n

n

n

a

a


说明：本例复习求通项公式的几种方法：迭加法、迭乘法、构造法。
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说明：本例复习由有关
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7．（1）证明：由已知可得
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8．（I）解：当n≥3时，   [image: image612.png]



（II）解：[image: image613.png]



     [image: image614.png]



    [image: image615.png]


.
    由此推测。[image: image616.png]




 INCLUDEPICTURE "http://www.ycy.com.cn/2fxzd/word/16/16.htm15.gif" \* MERGEFORMATINET [image: image617.png]a(ne N)




证法一：  因为[image: image618.png]ay=a>0



，且   [image: image619.png]



  [image: image620.png]


（n≥2）   所以[image: image621.png]


。
证法二：（用数学归纳法证明：）
（i）当时，[image: image622.png]


，公式成立，
（ii）假设当[image: image623.png]


时，公式成立，即[image: image624.png]


成立。
那么当[image: image625.png]n=k+1



时，[image: image626.png]



=[image: image627.png]


式仍成立。
根据（i）与（ii）可知，对任意[image: image628.png]


，公式[image: image629.png]


成立
评注：本小题主要考查中点坐标公式、等比数列等基本知识，考查运算能力和逻辑思维能力。
9．解：(1)由题意[image: image630.png]m+2




=[image: image631.png]


  an＞0
令n=1时，[image: image632.png]a+2



=[image: image633.png]


    S1=a1                 解得a1=2
令n=2时有[image: image634.png]a3 +2




=[image: image635.png]


=a1+a2            解得a2=6
令n=3时有[image: image636.png]a3+2




=[image: image637.png]


   S3=a1+a2+a3          解得a3=10
故该数列的前三项为2、6、10.
(2)解法一：由(1)猜想数列｛an｝有通项公式an=4n-2，下面用数学归纳法证明数列｛an｝的通项公式是an=4n-2  (n∈N)
1°当n=1时，因为4×1-2＝2，又在(1)中已求得a1=2，所以上述结论正确.
2°假设n=k时，结论正确，即有ak=4k-2
由题意有[image: image638.png]


  得ak=4k-2,代入上式得2k=[image: image639.png]


,   解得Sk=2k2
由题意有[image: image640.png]g +2



=[image: image641.png]A28y



   Sk+1=Sk+ak+1     得Sk=2k2代入得[image: image642.png](

G +2

J



=2(ak+1+2k2)
整理a2k+1-4ak+1+4-16k2=0      由于ak+1＞0，解得：ak+1=2+4k
所以ak+1=2+4k=4(k+1)-2      
 这就是说n=k+1时，上述结论成立.
根据1°，2°上述结论对所有自然数n成立.
解法二：由题意有，[image: image643.png]m+2




=[image: image644.png]


 (n∈N)    整理得Sn=[image: image645.png]


(an+2)2 
由此得Sn+1=[image: image646.png]


(an+1+2)2     所以an+1=Sn+1-Sn=[image: image647.png]


［（an+1+2)2-(an+2)2］
整理得(an+1+an)(an+1-an-4)=0    由题意知an+1+an≠0,所以an+1-an=4
即数列｛an｝为等差数列，其中a1=2,公差d=4，
所以an=a1＋(n-1)d=2+4(n-1)     即通项公式an=4n-2.
(3)令cn=bn-1,
则cn=[image: image648.png]




 INCLUDEPICTURE "http://www.ycy.com.cn/2fxzd/word/16/16.htm57.gif" \* MERGEFORMATINET [image: image649.png]


=[image: image650.png]




 INCLUDEPICTURE "http://www.ycy.com.cn/2fxzd/word/16/16.htm59.gif" \* MERGEFORMATINET [image: image651.png]
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o1 In+l





b1+b2+…+bn-n=c1+c2+…+cn
=[image: image653.png]1
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说明：该题的解题思路是从所给条件出发，通过观察、试验、分析、归纳、概括、猜想出一般规律，然后再对归纳、猜想的结论进行证明.对于含自然数n的命题，可以考虑用数学归纳法进行证明，该题着重考查了归纳、概括和数学变换的能力.
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