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高考数学总复习第三讲：数形结合
   一、专题概述 ---什么是数形结合的思想

数形结合的思想，就是把问题的数量关系和空间形式结合起来加以考察的思想． 
    恩格斯说：“纯数学的对象是现实世界的空间形式和数量关系．”“数”和“形”是数学中两个最基本的概念，它们既是对立的，又是统一的，每一个几何图形中都蕴含着与它们的形状、大小、位置密切相关的数量关系；反之，数量关系又常常可以通过几何图形做出直观地反映和描述，数形结合的实质就是将抽象的数学语言与直观的图形结合起来，使抽象思维和形象思维结合起来，在解决代数问题时，想到它的图形，从而启发思维，找到解题之路；或者在研究图形时，利用代数的性质，解决几何的问题．实现抽象概念与具体形象的联系和转化，化难为易，化抽象为直观． 
    数形结合包括：函数与图象、方程与曲线、复数与几何的结合；几何语言叙述与几何图形的结合等． 
二、例题分析

1．善于观察图形，以揭示图形中蕴含的数量关系． 
    观察是人们认识客观事物的开始，直观是图形的基本特征，观察图形的形状、大小和相互位置关系，并在此基础上揭示图形中蕴含的数量关系，是认识、掌握数形结合的重要进程． 
    例1．函数[image: image147.png]


的图象的一条对称轴方程是： 
    （A）[image: image2.png]


 （B）[image: image3.png]


 （C）[image: image4.png]coln



 （D）[image: image5.png]


 
    分析：通过画出函数的图象，然后分别画出上述四条直线，逐一观察，可以找出正确的答案，如果对函数[image: image6.png]»y = Asin( ax + @)



的图象做深入的观察，就可知，凡直线x=a通过这一曲线的一个最高点或一个最低点，必为曲线的一条对称轴，因此，解这个问题可以分别将[image: image7.png]


代入函数的解析式，算得对应的函数值分别是：[image: image8.png]


，其中只有–1是这一函数的最小值，由此可知，应选（A） 
    2．正确绘制图形，以反映图形中相应的数量关系． 
    观察图形，既要定性也要定量，借助图形来完成某些题时，仅画图示“意”是不够的，还必须反映出图形中的数量关系． 
    例2．问：圆[image: image9.png]24y 4244y -3=0



上到直线[image: image10.png]x+y+1=0



的距离为[image: image11.png]


的点共有几个？ 
    分析  由平面几何知：到定直线L：[image: image12.png]x+y+1=0



的距离为[image: image13.png]


的点的轨迹是平行L的两条直线．因此问题就转化为判定这两条直线与已知圆的交点个数． 
    将圆方程变形为：[image: image14.png](x+D*+(y+2)* =8



，知其圆心是C(-1,-2)，半径[image: image15.png]2.2



，而圆心到定直线L的距离为[image: image16.png]


，由此判定平行于直线L且距离为[image: image17.png]


的两条直线中，一条通过圆心C，另一条与圆C相切，所以这两条直线与圆C共有3个公共点 （如图1） 

[image: image139.png]


启示：正确绘制图形，一定要注意把图形与计算结合起来，以求既定性，又定量，才能充分发挥图形的判定作用． 
    3．切实把握“数”与“形”的对应关系，以图识性以性识图． 
    数形结合的核心是“数”与“形”的对应关系，熟知这些对应关系，沟通两者的联系，才能把握住每一个研究对象在数量关系上的性质与相应的图形的特征之间的关联，以求相辅相成，相互转化． 
    例3．判定下列图中，哪个是表示函数[image: image18.png]


图象． 

[image: image140.png]


[image: image19.png]


分析  由[image: image20.png]


=[image: image21.png]


，可知函数[image: image22.png]


是偶函数，其图象应关于y轴对称，因而否定（B）、（C），又[image: image23.png]0c2a
3



，[image: image24.png]


的图象应当是上凸的，（在第Ⅰ象限，函数y单调增，但变化趋势比较平缓），因而（A）应是函数[image: image25.png]


图象． 
    例4．如图，液体从一圆锥形漏斗注入一圆柱形桶中，开始时，漏斗盛满液体，经过3分钟注完．已知圆柱中液面上升的速度是一个常量，H是圆锥形漏斗中液面下落的距离，则H与下落时间t（分）的函数关系用图象表示只可能是（）． 

[image: image141.png]
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分析  由于圆柱中液面上升的速度是一个常量，所以H与t的关系不是（B），下落时间t越大，液面下落的距离H应越大，这种变化趋势应是越来越快，图象应当是下凸的，所以只可能是（D）． 
    例5．若复数z满足[image: image27.png]


，且[image: image28.png]aln



，则在复平面上对应点的图形面积是多少？ 
    分析  满足[image: image29.png]


的复数z对应点的图形是：以C(1,1)为圆心，[image: image30.png]


为半径的圆面，该圆面与[image: image31.png]aln



图形的公共部分为图中所示阴影部分（要注意到∠AOC=45°） 
    因此所求图形的面积为：[image: image32.png]1 2,157 51 z_3
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    4．灵活应用“数”与“形”的转化，提高思维的灵活性和创造性． 
    在中学数学中，数形结合的思想和方法体现最充分的是解析几何，此外，函数与图象之间，复数与几何之间的相互转化也充分体现了数形结合的思想和方法．通过联想找到数与形之间的对应关系是实现转化的先决条件，而强化这种转化的训练则是提高思维的灵活性和创造性的重要手段．
例6．已知C<0，试比较[image: image33.png]1
2% )¢
@



的大小． [image: image142.png]



    分析  这是比较数值大小问题，用比较法会在计算中遇到一定困难，在同一坐标系中，画出三个函数：[image: image34.png]1
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的图象位于y轴左侧的部分，（如图）很快就可以从三个图象的上、下位置关系得出正确的结论：[image: image35.png]1
27 ¢ ()"
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例7  解不等式[image: image36.png]J2x+5 > x+l



 
    解法一  （用代数方法求解），此不等式等价于： 
    [image: image37.png]224520
{2”52032 e1v0

xrico 2x+5> (x+1)?



解得[image: image38.png]—gsﬂ—laz—lgxu



 
    故原不等式的解集是[image: image39.png](x—%gx<2>



 
    解法二  （采用图象法）  设[image: image40.png]y=A2z+5



即[image: image41.png]5 5
=2z + D 2-2,y 20
(x 2)(X P )



 
    对应的曲线是以[image: image42.png]5
A0



为顶点，开口向右的抛物线的上半支．而函数y=x+1的图象是一直线．（如图） 

[image: image143.png]


   解方程[image: image43.png]


可求出抛物线上半支与直线交点的横坐标为2，取抛物线位于直线上方的部分，故得原不等式的解集是[image: image44.png](x—%gx<2>



． 
    借助于函数的图象或方程的曲线，引入解不等式（或方程）的图象法，可以有效地审清题意，简化求解过程，并检验所得的结果． 

	    例8  讨论方程[image: image45.png]aaeR)




的实数解的个数． 
    分析：作出函数[image: image46.png]


的图象，保留其位于x轴上方的部分，将位于x轴下方的部分沿x轴翻折到x轴上方，便可得到函数[image: image47.png]


的图象．（如图）再讨论它与直线y=a的交点个数即可． 
    ∴当a＜0时，解的个数是0； 
    当a=0时或a＞4时，解的个数是2； 
    当0＜a＜4时，解的个数是4； 
    当a=4时，解的个数是3．
	[image: image48.png]





[image: image144.png]P



9．已知直线[image: image49.png]=k(x+.2)




和双曲线[image: image50.png]


有且仅有一个公共点，则k的不同取值有（） 
    （A）1个（B）2个（C）3个  （D）4个 
    分析：作出双曲线的图象，并注意到直线是过定点（[image: image51.png]


）的直线系，双曲线的渐近线方程为[image: image52.png]


 
    ∴过（[image: image53.png]


）点且和渐近线平行的直线与双曲线有且仅有一个公共点，此时k取两个不同值，此外，过（[image: image54.png]


）点且和双曲线相切的直线与双曲线有且仅有一个公共点，此时k取两个不同的值，故正确答案为（D）
 例9．已知直线[image: image55.png]=k(x+.2)




和双曲线[image: image56.png]


有且仅有一个公共点，则k的不同取值有（） 
    （A）1个（B）2个（C）3个  （D）4个 
    分析：作出双曲线的图象，并注意到直线是过定点（[image: image57.png]


）的直线系，双曲线的渐近线方程为[image: image58.png]


 
    ∴过（[image: image59.png]


）点且和渐近线平行的直线与双曲线有且仅有一个公共点，此时k取两个不同值，此外，过（[image: image60.png]


）点且和双曲线相切的直线与双曲线有且仅有一个公共点，此时k取两个不同的值，故正确答案为（D）
例10．设点P(x,y)在曲线[image: image61.png](x=3*+2(y-3"



上移动，求[image: image62.png]BN



的最大值和最小值． 
    解  曲线[image: image63.png](x=3*+2(y-3"



是中心在（3，3），长轴为[image: image64.png]


，短轴为[image: image65.png]


的椭圆．设[image: image145.png]


[image: image66.png]=



，即y=kx为过原点的直线系，问题转化为：求过原点的直线与椭圆相切时的斜率．（如图所示） 
    [image: image67.png]{y=kx
(x-3*+2(y-37 =6



 消去y得[image: image68.png](1+2k%)x* - (6 +120)x+ 21




 
    [image: image69.png]A=(6+128)7 —4x21(1+ 2k* 24k* +144k - 48




 
    解得：[image: image70.png]


 
    故[image: image71.png]BN



的最大值为[image: image72.png]3447



，最小值为[image: image73.png]


 
    例11．求函数[image: image74.png]y=f@ = va + fx-p) v



（其中a,b,c是正常数）的最小值． 
    分析  采用代数方法求解是十分困难的，剖析函数解析式的特征，两个根式均可视为平面上两点间的距离，故设法借助于几何图形求解．如图 

[image: image146.png]


  设A(0,a),B(b,-c)为两定点，P(x,0)为x轴上一动点， 
    则[image: image75.png]y=dxt +a® +afx b7 +c?

P4+ |P3|



 [image: image76.png]


其中的等号在P为线段AB与x轴的交点外，即[image: image77.png]ab
atc




时成立． 
    故y的最小值为[image: image78.png]@+c)? +?



 
    例12．P是椭圆[image: image79.png]'Z—z=1(a>0,b>0)




上任意一点，以OP为一边作矩形O P Q R（O,P,Q,R依逆时针方向排列）使|OR|=2|OP|，求动点R的轨迹的普通方程． 
    分析  在矩形O P Q R中（如图），由∠POR=90°，|OR|=2|OP|可知，OR是OP逆时针旋转90°，并将长度扩大为原来的2倍得到的．这一图形变换恰是复数乘法的几何意义，因此，可转化为复数的运算，找到R和P的两点坐标之间的关系，以求得问题的解决． 
    解，设R点对应的复数为：[image: image80.png]x+yi(x,y€R)



，P点对应的复数为[image: image81.png]x+y'i'(x', y'eR)



 
    则[image: image82.png]x+y = (x'+y'1)" 2(cos90° +1sin 90°;




 
    故[image: image83.png]


即[image: image84.png]


由点[image: image85.png]


在椭圆上可知有：[image: image86.png]


 
    整理得：[image: image87.png]


就是R点的轨迹方程，表示半长轴为2a，半短轴为2b，中心在原点，焦点在y轴上的椭圆． 
三解题训练

1．求下列方程实根的个数： 
    （1）[image: image88.png]


 
    （2）[image: image89.png]x
sinx=——

100



 
    （3）[image: image90.png]1x’—1gx:1
3



 
    2．无论m取任何实数值，方程[image: image91.png]3
235+ 2= m(x -2
l* -3x \ m(x 2)



的实根个数都是（） 
    （A）1个（B）2个（C）3个（D）不确定 
    3．已知函数[image: image92.png]3 4+ px?

x® + bt tex+d



的图象如右图则（） 
    （A）b∈(-∞,0)（B）b∈(0,1) 
       （C）b∈(1,2)   （D）b∈(2,+ ∞) 
       4．不等式[image: image93.png]Ty Ls
(E) >(§)



的解集是（） 
     （A）（0，+∞）（B）（0，1）（C）（1，+∞）（D）（–∞，0） 
    5．不等式[image: image94.png][x-4[+x-3|<a



一定有解，则a的取值范围是（） 
    （A）（1，+∞）（B）[1,+ ∞]（C）(-∞,1)（D）(0,1] 
       6．解下列不等式： 
    （1）[image: image95.png]s
oW



    （2）[image: image96.png]27 -1<x* -22-3



 
    7．复平面内点A、B分别对应复数2，2+i，向量[image: image97.png]


绕点A逆时针方向旋转[image: image98.png]o |



至向量[image: image99.png]


，则点C对应的复数是_______． 
    8．若复数z满足|z|<2，则arg(z-4)的最大值为___________ 
       9．若复数z满足 
    10．函数[image: image100.png]-



的图象是平面上两定点距离之差的绝对值等于定长的点的轨迹，则这两定点的坐标是(  ) 
     （A）（–[image: image101.png]


，–[image: image102.png]


）（[image: image103.png]


，[image: image104.png]


）（B）（–[image: image105.png]


，[image: image106.png]


）（[image: image107.png]


，–[image: image108.png]


） 
   （C）（–2[image: image109.png]


，2[image: image110.png]


）（2[image: image111.png]


，2[image: image112.png]


）（D）（2[image: image113.png]


，–2[image: image114.png]


）（–2[image: image115.png]


，2[image: image116.png]


） 
    11．曲线[image: image117.png]


与直线[image: image118.png]y=x+3



的交点个数是（）． 
    （A）0（B）1 （C）2（D）3 
       12．曲线[image: image119.png]y=l+fa-7



与直线[image: image120.png]y=k(x-2)+4



有两个交点，则实数k的取值是（） 
    （A）[image: image121.png]


 （B）[image: image122.png]G



 （C）[image: image123.png](53]



 （D）[image: image124.png]


 
    13．已知集合[image: image125.png]M= (=B



，[image: image126.png]N={(xy)y=x+8)



满足[image: image127.png]MnN




，求实数b的取值范围． 
    14．函数[image: image128.png]sinx -2

F= (x = 2km ke z)

cosx—1



的值域是（） 
    （A）[image: image129.png][2+<]



        （B）[image: image130.png](=]



 
    （C）[image: image131.png]


   （D）[image: image132.png]


 

四、练习答案

1．（1）2个（2）63个（3）2个 
    提示：分别作出两个函数的图象，看交点的个数． 
    2．B、 提示：注意到方程右式，[image: image133.png]RO
y=mx=2)



是过定点（[image: image134.png]


，0）的直线系． 
    3．A、 提示：由图象知f(x)=0的三个实根是0，1，2这样，函数解析式可变形f(x)=ax(x-1)(x-2)，又从图象中可以看出当x∈(0,1)∪(2,+∞)时，f(x)>0．而当x>2时，x,(x-1),(x-2)均大于0，所以a>0，而[image: image135.png]F () =ax(x ~1)(x-2) = ax® - 3ax® + 2ax



可知b=-3a<0，故选（A） 
    4．A 
       5．A 
       6．（可以利用图象法求解） 
    （1）x≤-1或0<x≤3   （2）x≤-1 
       7．1 
       8．210° 
       9． 
    10．A 
       11．D  提示：在曲线方程中，分x≥0或x<0两种情形讨论，作出图形即可． 
    12．C 
       13．[image: image136.png]b< -38hb > 342



 
    14．A  提示：f(x)可以视作：A(cosx,sinx),B(1,2)，则f(x)=kAB，而A点为圆x2+y2=1上的动点
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