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九、圆的证明问题

[image: image1.wmf]O
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(海淀20)如图，AB是
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的直径，CB四
[image: image2.wmf]O

e

的弦，D是
[image: image3.wmf]»

AC

的中点，过点D作直线于BC垂直，交BC延长线于E点，且交BA延长线于F点。

(1)求证：EF是⊙O的切线

(2)若
[image: image4.wmf]7

tan
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B

=

，BE＝6，求
[image: image5.wmf]O

e

的半径

(1)证明：如图，连结OD、BD，∵DE⊥BC，∴∠E=90°，
∵D是
[image: image6.wmf]»

AC

的中点，∴∠1=∠2，∵OB=OD，∴∠1=∠3，
[image: image105.emf]�
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∴∠2=∠3.∴OD∥BE,∴∠FDO=∠E=90°，
∴EF是⊙Ｏ的切线
(2)解：在Rt△BEF中，∠E=90°,tanB=
[image: image7.wmf]7
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EF

EB

=

，BE=6，∴EF=
[image: image8.wmf]27


由勾股定理，FB=
[image: image9.wmf]22
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由(1)知DO∥BE，∴△FOD∽△FBE，∴
[image: image10.wmf]FODO
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，设OD=x，则FO=8-x
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，解得
[image: image12.wmf]24
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，即⊙O的半径为
[image: image13.wmf]24
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(东城21)如图，已知⊙O是△ABC的外接圆，AB是⊙O的直径，D是AB延长线的一点，AE⊥CD交DC的延长线于E，CF⊥AB于F，且CE＝CF．

(1)求证：DE是⊙O的切线；
(2)若AB＝6，BD＝3，求AE和BC的长．
答案：连接OC,∵AE⊥CD,CF⊥AB，又CE=CF，∴∠1=∠2

[image: image107.wmf]E
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D

∵OA=OC，∴∠1=∠2，∵OA=OC，∴∠1=∠3，∴OC∥AE，

∴OC⊥CD∴DE是⊙O的切线
(2)∵AB=6，∴OB=OC=
[image: image14.wmf]1

3
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AB

=

，在Rt△OCD中，OC=3，OD=OB+BD=6

∴∠D=30°，∠OCD=60°，在Rt△ADE中，AD=AB+BD=9，

[image: image108.png]


∴EA=
[image: image15.wmf]19
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，在三角形OBC中，∵∠COD=60°,OB=OC，∴BC=OB=3
(昌平18) 如图，点[image: image16.wmf]P

在半[image: image17.wmf]O

e

的直径[image: image18.wmf]BA

的延长线上，[image: image19.wmf]2

ABPA

=

，[image: image20.wmf]PC

切半[image: image21.wmf]O

e

于点[image: image22.wmf]C

，连结[image: image23.wmf]BC

.

（1）求[image: image24.wmf]P

Ð

的正弦值；

（2）若半[image: image25.wmf]O

e

的半径为[image: image26.wmf]2

，求[image: image27.wmf]BC

的长度. 
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答案：（1）证明：如图，连接[image: image28.wmf]OC

．
∵[image: image29.wmf]PC

切半[image: image30.wmf]O

e

于点[image: image31.wmf]C

，
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．…………………1分
∵[image: image33.wmf]2
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=

，

[image: image34.wmf]PAOAOBOC
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．
在[image: image35.wmf]Rt
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△

中，[image: image36.wmf]1
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2
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P
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Ð==

．………………2分
（2）过点[image: image37.wmf]O

作[image: image38.wmf]ODBC

^

于点[image: image39.wmf]D

，则[image: image40.wmf]2
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3分
[image: image41.wmf]1
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，[image: image42.wmf]30

P

\Ð=°

，[image: image43.wmf]60
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．∵[image: image44.wmf]OCOB

=

，[image: image45.wmf]30
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．
在[image: image46.wmf]Rt

OBD

△

中，[image: image47.wmf]2
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=

，[image: image48.wmf]cos303

BDOB
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4分
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[image: image49.wmf]23
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(朝阳21) 已知：如图，在Rt△ABC中，∠ACB=90°，以AC为直径的⊙O交AB于点D，过点D作⊙O 的切线DE交BC于点E．求证：BE=CE．

答案：证明：连接CD. 

∵∠ACB=90° ,AC为⊙O直径，
∴EC为⊙O切线，且∠ADC=90°. ………………………2分
∵ED切⊙O于点D,
∴EC ＝ED.            …………………………………3分
∴∠ECD =∠EDC.
∵∠B+∠ECD =∠BDE+∠EDC=90°，
∴∠B=∠BDE.
∴BE=ED. …………………………………………………………………………………………4分
∴BE=CE. …………………………………………………………………………………………5分
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(崇文19)如图， AB是⊙O的直径，M是线段OA上一点，过M作AB的垂线交AC于点N，交BC的延长线于点E，直线CF交EN于点F，且∠ECF=∠E．

（1）证明CF是⊙O的切线；
（2）设⊙O的半径为1，且AC=CE[image: image50.wmf]3

=

，求[image: image51.wmf]AM

的长．

答案：连接[image: image52.wmf]OC

．
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，∠ECF=∠E，
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为[image: image63.wmf]O
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的切线．
（2）解：在[image: image64.wmf]Rt
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△

中，[image: image65.wmf]90
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(门头沟18)已知：如图，AB是⊙O的直径，C是⊙O上的一点，且∠BCE=∠CAB，CE交AB的延长线于点E，AD⊥AB，交EC的延长线于点D．

（1）判断直线DE与⊙O的位置关系，并证明你的结论；
（2）若CE=3，BE=2，求CD的长．
答案：（1）直线DE与⊙O相切．
证明：如图，连结OC．
∵AB是⊙O的直径，∴∠ACB=90°．
∵OA=OC，∴∠OAC=∠ACO．
∵∠BCE=∠CAB，∴∠BCE=∠ACO．
∵AB是⊙O的直径，∴∠ACB=90°．
∴∠BCE＋∠BCO=∠BCO＋∠ACO=∠OCE=90°．…………………………1分
∴DE是⊙O的切线．　……………………………………………………………2分
（2）∵∠BCE=∠CAB，∠BEC=∠CEA，∴△BEC∽△CEA．∴CE∶AE=BE∶CE．
∵CE=3，BE=2，∴3∶AE=2∶3．∴AE=  EQ \F(9,2) ．………………………………3分
∵AD⊥AB，AB是⊙O的直径，∴DA是⊙O的切线．
∴AD=CD．……………………………………………………………………4分
在Rt△ABC中，由勾股定理得
[image: image76.wmf]222
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，
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[image: image77.wmf](
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．∴CD=  EQ \F(15,8) ．………………………………………5分
(通州20)如图：[image: image78.wmf]AB

是⊙O的直径，[image: image79.wmf]AD

是弦，[image: image80.wmf]22.5

DAB

Ð=

o

，延长[image: image81.wmf]AB

到点[image: image82.wmf]C

，使得[image: image83.wmf]2

ACDDAB

Ð=Ð

．

(1)求证：[image: image84.wmf]CD

是⊙O的切线；

(2)若[image: image85.wmf]22

AB

=

，求BC的长．
答案：（1）证明：连结DO……………………1分

[image: image115.png]


∵AO=DO，∴∠DAO=∠ADO=22.5°，∴∠DOC=45°
又∵∠ACD=2∠DAB，∴∠ACD=∠DOC=45°，∴∠ODC=90°……2分
∴[image: image86.wmf]CD

是⊙O的切线
（2）解：连结DB………………………………………3分

∵AB是⊙O的直径，∴∠ADO＋∠ODB=90°
由（1）知∠CDB＋∠ODB=90°，ADO=∠OAD=∠CDB………4分
又∵∠DCB=∠ACD，∴△ADC∽△DBC
∴[image: image87.wmf]BC

DC

=[image: image88.wmf]DC

BC

AB
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，∴[image: image89.wmf]2

2

2
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BC
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，∴BC=2-[image: image90.wmf]2

BC=-2-[image: image91.wmf]2

(舍负)

∴BC=2-[image: image92.wmf]2

………………………………………5分
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(延庆19)点D是⊙O的直径CA延长线上一点，点B在⊙O上，且AB＝AD＝AO．
⑴求证：BD是⊙O的切线．

⑵若点E是劣弧BC上一点，AE与BC相交于点F，且△BEF的面积为8，cos∠BFA＝
[image: image93.wmf]3

2

，求△ACF的面积．
答案：（1）证明：连接BO，…………………………1分
∵AB＝AD，∴∠D＝∠ABD
∵AB＝AO，∴∠ABO＝∠AOB
又∵在△OBD中，∠D+∠DOB+∠ABO+∠ABD＝180°

∴∠OBD＝90°即：BD⊥BO
∴BD是⊙O的切线……………3分
（2）解：∵∠C＝∠E，∠CAF＝∠EBF
∴△ACF∽△BEF
∵AC是⊙O的直径，∴∠ABC＝90°

在Rt△BFA中，cos∠BFA＝
[image: image94.wmf]3
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[image: image96.wmf]BEF
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[image: image97.wmf]ACF
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＝18…………………………5分
(西城21)如图，等腰△ABC中，AC=BC，⊙O为△ABC的外接圆，D为
[image: image98.wmf]»

BC

上一点，CE⊥AD于E，求证：AE=BD+DE[image: image117.emf]�
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答案：法1(补短)：如图下左，延长AD至F，使得DF=DB，

∵AC=BC，∴∠CAB=∠CBA
∴∠CDF=∠DCA+∠CAD=∠DCB+∠BCA+∠CAD
=∠ADB+∠DAB+∠CAD=∠ADB+∠CAB
=∠ADB+∠B=∠ADB+∠CDA
=∠CDB
又CD=CD，DB=DF，∴△CDB≌△CDF，

∴CF=CB，∴CA=CF，∵CE⊥AD，

∴AE=EF=ED+DF=ED+DB
[image: image99.png]
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法2(截长)：在EA上截取EF=ED，∵CE⊥AD，△CFD是等腰三角形，∴CF=CD
∴∠CFD=∠CDA=∠CBA=∠CAB
∴∠ACF=∠CFD-∠CAD=∠CAB-∠CAD=∠DAB=∠BCD，

又CD=CD，AC=BC，∴△ACF≌△BCD，∴AF=BD
∴BD=AE-EF=AE-ED，得证

(房山19)已知：如图，AB为⊙O的直径，AD为弦，∠DBC=∠A.[image: image118.png]



（1）求证：BC是⊙O的切线；

（2）若OC∥AD，OC交BD于E，BD=6，CE=4，求AD的长.

答案：（1）∵AB为⊙O的直径

∴(D=90°,(A+(ABD=90°
∵∠DBC=∠A
∴∠DBC+∠ABD=90°

∴BC⊥AB-----------------1分
∴BC是⊙O的切线-----------------2分
（2）∵OC∥AD，(D=90°，BD=6
∴OC⊥BD
∴BE=[image: image101.wmf]1

2

BD=3-----------------------------------------------3分

∵O是AB的中点

∴AD=2EO-
∵BC⊥AB，OC⊥BD
∴△CEB∽△BEO，∴[image: image102.wmf]2
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∵CE=4，∴[image: image103.wmf]9
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----------------------------------------------4分

∴AD=[image: image104.wmf]9
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----------------------------------------------5分
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